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Programme des travaux dirigés

1.

10.

11.
12.
13.

Topologie deR? (2 séances : page 4)

(a) Distance euclidienne dafi$, suites dan®?, convergence.
(b) Définitions (dans cet ordre) de frontiére, ouvert, fermé, intérieur, adhérence, borné, com-
pact deR?.
(c) Continuité des fonctions d&? dansR. Opérations algébriques, notation de landau o.
Différentiabilité des fonctions de deux variab{@sséances : page 4)

(a) Dérivées partielles, fonctiofi!, développement limité d’ordre 1 pour les fonctions de
deux variables. Notation de la différentielle’.d

(b) Opérations algébriques, composition pour les fonctions de afasse

(c) Lien entre extremum et point critique.

(d) Dérivées partielles secondes, énoncé de Schwartz, DL
Fonctions d&R? dansR? (1 séance : page 6)

(a) Dérivée partielle, écriture matricielle, Jacobien.
(b) Difféomorphismes, exemples, dessins.

Courbeg?2 séances : page 6)

(a) Graphes de fonction, courbes paramétrées, et courbes définies par une équation.Tangentes.
(b) Maximum d’une fonction définie sur une courbe.
Intégrales double® séances : page 7)

(&) Théoréeme de Fubini.
(b) Théoréme du changement de variable, cas du passage en polaire.
Intégrales généralisééa séances : page 8)

(a) Convergence, convergence absolue.
(b) Critere de convergence.
Intégrales dépendant d’'un paraméf#eéances : page 9)

(a) Intégrale sur un segment.
(b) Intégrale définie sur un intervalle quelconque.
Séries numériqud8 séances : page 10)

(a) Convergence, convergence absolue, critere de convergence pour les séries a termes posi-
tifs.

(b) Vitesse de convergence d’une série numérique.
(c) Produit de Cauchy.
Suites et séries de fonctiofisséance : page 12)

(&) Convergence simple pour les suites de fonctions, convergence normale pour les séries de
fonctions.

(b) Théoréme sur la continuité de la somme d’une série pour la CN, puis intégration (admis).
Dérivée de la somme d’'une série CN.

Séries entiergd séances : page 13)

(a) Rayon de convergence, continuité, intégrale, dérivabilité.
(b) Applications a la combinatoire.
Séries de Fourig¢R séances : page 15)

Exercices corriggpage 15)

Corrections des exercices corrigpage 17)




Programme détaillé du cours

1. Topologie deR?
(a) Distance euclidienne daf®¥, boule de centrd/, et de rayon-: B(Mo;r)
(b) Suites dan®&?, convergence.
(c) Définitions de la frontiere d’'un ensembie: 0 A.
(d) Définition d’ouvert(sPA N A = @), fermé(siDA C dA), intérieur, adhérence, borné, compaciRfe(ce sont les fermés bornés).
(e) Bolzano Weierstrass dais.
(f) Fonctions deR? dansR, représentation graphique, définition séquentielle de la continuité. Opérations algébriques, notation de landau.
(g) Fonction continue sur un compactEe.
2. Différentiabilité des fonctions de deux variables
(a) Dérivées partielles, interprétation géométrique.
(b) Définition des fonctions de clas€é, développement limité d’ordre 1 pour les fonctions de deux variables de dassitation de
la différentielle d.
(c) Opérations algébriques, composition pour les fonctions de adsse
(d) Définition de maximum, minimum, extremum, local, global.
(e) Lien entre extremum et point critique.
(f) Dérivées partielles secondes, énoncé de Schwartz (admis)(d2Imis).
3. Fonctions d&? dansR?
(a) Continuité et class@! a l'aide des fonctions coordonnées.
(b) Dérivée partielle, écriture matricielle, DL
(c) Jacobien, interprétation géométrique.
(d) Composition, définition de difféomorphismes, exemples, dessins.
4. Courbes
(a) Graphes de fonction, courbes paramétrées, et courbes définies par une équation.
(b) Pour chacune des trois définitions, définition de la tangente.
(c) Maximum d'une fonction définie sur une courbe (courbes paramétrées et peut-étre équation avec fonctions implicites intuitif).

(d) Longueur d'une courbe paramétréﬁf; [l¢’ (t)]| dt.
5. Intégrales doubles
(a) Le cours est trés intuitif et ne contient pas de preuve, I'introduction se fait avec un pavage du plan a I'aide de petits rectangles.
(b) Théoréme de Fubini.
(c) Théoreme du changement de variable (interprétation géométrique), cas du passage en polaire.
6. Intégrales généralisées
(a) Pour des fonctions continues par morceaux @i on regarde la limite eh de la fonctionF : 2 — [¥ f(t)dt.
(b) Convergence, convergence absolue.
(c) Opérations algébriques pour la convergence.
(d) Pour les fonctions positives, équivalence eiftreornée et I'intégrale converge.
(e) Critere de convergence : convergence absolue, majoration, équivalence.
7. Intégrales dépendant d’'un parametre
(a) Intégrale dont une borne dépend de la variable.
(b) Intégrale sur un segment : Continuité, dérivabilité, intégrale.
(c) Intégrale définie sur un intervalle quelconque : propriété de domination.
(d) Introduction aux théorémes de continuité et de dérivabilité d’une fonction définie par une intégrale généralisée.
8. Séries numériques
(@) Rappel sur les suites.
(b) Convergence, convergence absolue.
(c) Critere de convergence pour les séries a termes positifs : majoration, équivalent, D’Alembert, Cauchy.
(d) Séries de Riemann.
(e) Séries alternées.
(f) Vitesse de convergence d’'une série numérique.
(g) Produit de Cauchy.
9. Suites et séries de fonctions
(a) Convergence simple pour les suites de fonctions, convergence normale (CN) pour les séries de fonctions.
(b) Théoréme sur la continuité de la somme d’une série pour la CN (admis), puis intégration. Dérivée de la somme d’'une série pour la CN.
10. Séries entiéres
(a) Définition du rayon de convergence comme borne supérieure, intervalle et disque de convergence.
(b) Continuité, intégrale, dérivabilité.
(c) Applications a la combinatoire.
11. Séries de Fourier

ir 1p 1
(@) ag = % ff%Tf(t)dt; an = % ff%T f(t) cos(nwt)dt; by = %f2

(b) Utilisation de la périodicité et de la parité.
(c) Théoreme de Dirichlet(admis), Théoréme de Parseval(admis).

f(t) sin(nwt)dt
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Topologie deR?

. . . g 1
Exercice 1: Soit(M,,) la suite définie pat/,, = (cos (—) ,nln o )

Déterminer la limite dgM,,) si elle existe.

. . . P 1
Exercice 2: Soit(M,,) la suite définie pan/,, = (ﬁ’ (—1)”).
Etudier la convergence dé/,,), puis la limite de(||M,,)]]).

Exercice 3: Soit(N,,) une suite d’éléments d&?, montrer que siN,,) converge versV alors(||N,||)
converge ver§ N||. La réciproque est-elle vrai ?

Exercice 4: Représenter chacun des ensembles suivants, puis déterminer sa frontiére, son intérieur
et son adhérence. Dire si c’est un ouvert. Dire si c’est un ferni€de

1. A={(x;y) € R* 2% + 4y* < 1}.

2. B={(x;y) e R* x> 1}.

3. C={(my) e R%y =2}

4. D ={(z;y) e R} 1 <x+y <2}
Exercice 5: Soit I’ une partie dé&k2. Montrer queF’ et son complémentaire ont méme frontiére.
Montrer queF’ est fermé ssi le complémentaire Heest ouvert.

Exercice 6: [dur] SoientA un sous-ensemble non vide Bé et M, € R?, on définit la distance de
M, a l'ensembleA pard(My, A) = inf{||My — M||, M € A}.

1. Représentet/, = (3,2) et B =] — 2,1[x[—1,1]), déterminer sans justificatiat{ Mo, B).

2. Représentet/, = (0,0) et B = {(s,t) € R?, st = 1}, déterminer sans justificatiat{ M, B).
3. Montrer queM, € B ssid(My, B) = 0.

4. Montrer que sB est compact, alors il exist¥, € B tel que|| Ny — My|| = d(M,, B).

Exercice 7: Pour chacune des formules suivantes déterminer 'ensemble de définition, le
représenter. Montrer que les fonctions ainsi définies sont continues sur leur ensemble de définition.
On utilisera les théorémes du cours avec précision.

1. f(z,y) =In(2x® + y* + 1),
2. g(z;y) = Vo +y.

1
3. h(z;y) = /¥ sin =

Exercice 8: Soit M = (z,y), montrer que xy = o(HO—MH) au voisinage de 0.

Différentiabilité des fonctions de deux variables

Exercice 9: Calculer les dérivées partielles de la fonctipdéfinie par

V(z,y) € (R?)", f(z,y) = In(z” + y*)

Exercice 10: Calculer les dérivées partielles de la fonctipdéfinie par

% T
V(z,y) € (R*)", f(z,y) = arCTa“(m)



Exercice 11: DéterminerA I'ensemble des couples:; y) pour lesquels la formule arccé S

est bien définie. Représenter dans le plan I'ensembl@éterminer les dérivée partielles de la fonc-
tion f définie par cette formule en tout point de I'intérieur de

Exercice 12: Montrer que la fonctiory définie parf(z,y) = /2?2 +y?> + 11n (
de class&€! surR?, on ne fera aucun calcul.

1
1+ 22

+ y4) est

Exercice 13: Soit f la fonction définie suR? par f(z,y) = 22 + y* — 4.
(a) Représenter dans le plan muni d’'un repere orthonormé les ensembles

Lo = {(v,y) € R? f(x,y) = 0} et L5 = {(z,y) € R? f(z,y) = 5}.
(b) Représenter dans I'espace muni d’'un repére orthonormé le graghe de

I'={(z,y,2) €R% 2= f(z,y)}

(c) En écrivant un DL de f en(1;2), déterminer le plan tangentfiden(1;2;1).

Exercice 14: Soit f : R? — R une fonction de classé'. Montrer queF : I — R définie par
F(t) = f(t*,t + cost) est dérivable et calculer sa dérivée en fonction des dérivées partielfes de

Exercice 15: Soit f : R — R une fonction dérivable sk et soitf’ : R? — R définie par
F(z,y) = f(2* + y*). Montrer que, pour tout, touty dansR, on a

oF oF
y(‘?_x(x’w - $8_y<x7y) =0.

Exercice 16: Des notations casse pied, sfitr, y) = z° + % déterminer :
Y

0 0 d 0 do 02 02 d /o
.25 L g Lo g5eor e J3wor g (o)

sol :25/4;2x + 1/x2;2x — 1/x2; 2y + 1/y%;2 — 2/x3;2; —2/23;4 /23

Exercice 17: [dur] Soit f : R? — R et soita € R. On dit quef est homogéne de degtési, pour
toutz € R, touty € R, toutt € R*,

fte, ty) =1 f(z, y).

(a) Montrer gu’une fonctio@! et homogéne de degré+# 0 a des dérivées partielles homogeénes de

degréa — 1.
(b) Soit f une fonction homogéne de degrét de class€'*. Montrer que
of of _

(c) Soitf : R? — R une fonction de classg' vérifiant(x). En étudiany(t) =t~ f(tx, ty), montrer
gue f est homogene de degté

Exercice 18: Soit f la fonction définie sUuR? par f(x,y) = 22 — 4y + 4y — a*.
1. Montrer quef ne posséde pas de maximum global.
2. Montrer quef ne possede pas de minimum global.
3. Montrer que sif possede un extremum local, ce ne peut étre que en



4. [dur] En factorisant une partie de I'expressiondmontrer quef ne posseéde pas d’extremum
local en 0.

Exercice 19: Soit f la fonction définie suR? par f(z, y) = 222 — 4oy + 4y* —2t; A = (
_ 1. 1
etB — (_757 _m>.
1. Montrer quef ne possede ni maximum global, ni minimum global.

.1
5 33 )"

=

2. Montrer que sif possede des extrema locaux, ils se trouvent soit en 0 sgitsmit enB.

3. En factorisant une partie de I'expressionfd@ontrer quef possede un minimum local en 0.
Exercice 20: Soit f la fonction définie pay (z;y) = 2* — zy + y* + y sur le disque unité
D= {(z,y) e R* 2% +y* < 1}

1. Montrer, sans les déterminer, gfieossede sub un maximum globall/ et un minimum
globalm.

2. Déterminer l'unique pointd® = D \ 0D ou f peut posséder un extremum local.
3. Déterminer le maximum et le minimum desur la frontiere deD.
4. Déterminern et M.

Fonctions deR? dansR?

Exercice 21: Soit® définie deR? dansR? par®(z,y) = (z+y; x —y). Montrer quep est un difféo-
morphisme d&R? dansR?. Quelle est I'image du carré de somnietl]; [—1;1]; [—1; —1];[1; —1] ?

Exercice 22: Soit® définie de(R* )* dans(R* )* par®(z, y) = (z + y; ).
1. Déterminel/ = @ (R?).
Montrer qued est un difféomorphisme d@ )* dansU.
SoitC' = {(z,y);1 <z <2;1 <y <2}, représentef’ et son image pab.
Calculer le Jacobien de.

AR S A

Quelle est la zone du carféqui est la plus "étirée" pab, celle qui est la moins "étirée" ?

Exercice 23: Représenter dans le plan muni d’'un repere orthonormal, les chamipst

O(z;y) = (z1y), Y(z;y) = (z2+y), x(z;y) = (2% 2 +y)

Courbes du plan

Exercice 24: Représenter dans un repéere orthonormé les courbes paramétrées suivantes :
1. (z(t);y(t)) = (cost;2sint), t € R.
2. (x(t);y(t)) = (cos®t;2sin’t), t € R.
3. (z(t);yt) = (1 —t%22 +t+ 1), t € [—1;1].

Exercice 25: Paramétrer les courbes
1. Le segmeni4; B] avecA = (0;0) et B = (1;2).



2. Le segmeniC; D] avecC = (1;—2) etD = (—1;3).
3. Le demi cercle de centre O de rayon 2 d’extrérfit®) et passant par;0).
4.7 = {(z;y) € (R7)*; 30 +42 = 1}

Exercice 26: SoitC' la courbe d’équationz? + 4y = 1.
1. Paramétref’.
2. Déterminer la tangente@aux points d’'intersections avec la premiére bissectijce x).

Exercice 27: On rappelle que ch= 1(e” + e *), et she = (" — 7).
1. Montrer que chr — sitz = 1.

2. Paramétrer chacune des branches de I'hyperbole d’équdtion? = 1.

Exercice 28: On fait rouler une roue de rayon 1, et on s’intéresse a la trajectoire d’un point placé sur
le bord de la roue qui touche le sol au début du mouvement, en (0;0).

’ ] ) _ x(0) =6 —sinf
1. Montrer que I'on peut parameétrer cette trajectowe%ayr(e) —1—cosd

2. Déterminer la tangente a la trajectoire lorsque le point est a la hauteur du centre de la roue.

3. Déterminer la longueur parcourue par le bord de la roue entre le moment ou elle touche le sol
jusqu’au moment ou elle retouche le sg@l.:s

Exercice 29: Déterminer le maximum de la fonctiof définie parf(z,y) = zy sur le cercle de
centre O et de rayon kol : 12

Exercice 30: Déterminer le maximum de la fonctighdéfinie parf(z,y) = x? + y sur le cercle de
centre O et de rayon sol:5/4

Intégrales doubles

Exercice 31: Soit D le disque unité, justifier sans aucun calcul I'encadrement suivant :

0< // In(1+ 2% + y*)dzdy < 47ln5
D

Exercice 32: Pour chacun des domaines suivants, calculer I'intégrale double :

I, = // z?ydzdy
D;

1. D, estle triangle (0;0), (1;0), (0;1). sol: &
2. D, estle triangle {0; 1), (0; —1), (1;0). sol:0. sol: 2%
3. Ds estle demi disque > 0 etz? + ¢% < 1.
4. D, est le disque de cent(6; 1) et de rayon 2.
Exercice 33: Soit D le triangle :(0; 1), (1;2), (2; 4), calculer// rdzdy.
D

Exercice 34: Soita > 0, montrer que :

([ )= [ ([ )



Exercice 35: Soit D le disque de centr@® et de rayoru, calculer
1
————dzxd
//D a? + x2 + y? i

Exercice 36: Soit D le domaine défini par les inégalités :

sol:mrIln2

0<z<1; 0<y<1 22+y*>1;

ReprésenteD pUiS calculerl = // 5172 -+ y2 d$dy sol % — 17, découper l'ntégrale sur le disque et le carré
D

Exercice 37: Soit D une plaque plane; : D — R™, une fonction appelée densité superficielle de
la plaque. On appelle masse de la plaque la quahijéet le centre d’'inertie d® le pointGp
définis par :

Mp = // o(x;y)dxdy et OGp = L// o(z,y) ( v ) dxdy
D Mp D Yy

1. Calculer la masse du disque de centre 0 de rayon 1, dont la densité superficielle est donnée par
o(M)=0M?

sol 17 /2

2. Déterminer le centre d’inertie d'un demi disque homogeneofstant).

Exercice 38: Représenter et calculer I'aire du domaine :

AZ{(x;y)G(Ri)Q;légéz 3<axy <5}
X

On pourra utiliser le changement de variable: £ ; v = xy.sol :In2

Intégrales généralisées

Exercice 39: Calculer lorsqu’elles convergent les intégrales généralisées suivantes :
o0 1 oo o0
a)/ dz; b) / e dr; c) / e “cosxdr
o (z+1)(z+2) 0 0

o o0 1
d)/o e Vida; e)/1 T dz

Exercice 40: Etudier la convergence des intégrales généralisées suivantes :

“+0o0 dt 1 ¢t 1 +o0 d
/ — / St / In(t) dt -

o t’H4a o t 0 1 avVAxr?+x+1
+o00 1 t 2 +oo —t +oo —t o] t
/ ﬂdt / S / © / oSt 4
0 1+t 0 t o L1+t 1 1+t

1 0 0 1
/ sin (1) dt / &St dt / cost?dt / L dt
0 t 1 t 1 o In(t)

Exercice 41:



1. Montrer que l'intégralg,™ In (z* + 1) dz diverge.

2. Montrer que I’intégralgf‘2 ) dz converge.

2+1
X

3. Montrer que I mtegralgf1 ln< ) dx converge.

4. Calculer I'intégrale/, In (ii;}) dz. sol: —7/2 — In(2)

Exercice 42: [dur] On pose :

[— / o (sin() o, J = / * (cos(t)) d, et K — / 1 (sin(20) d

1. Montrer quel, J et K sont convergentes puis quie= J = K, on pourra utiliser les
changements de variables= 7 —t ety = 7 —¢.

2. Calculer! + J, en déduird et.J.sol:—Zn2

Exercice 43: Etudier la convergence de

et calculer/(1).sol: 1x

Fonctions définie par une intégrale

Exercice 44:

12 2

F(z) :/ arcsin(v/t) dt—i—/ arccos(v/t)dt
0 0

1. Rappeler les ensembles de définition des fonctionsn et arccos.
2. Pourz € [0, 5] calculerF”(z).

3. Montrer queF(—z) = F(z) etqueF (x + 7) = F(x).

4. CalculerF'(0) en déduire une formule pout(z).

Exercice 45: On définit les fonctions suivantes :
5 x 9 6—152(1+t2
o = 1w = [0 6 = (HE) = Fo = [ Jed
0

1. CalculerG’ et I, montrer queF + G est une fonction constante SRr
2. Calculer(F' + G)(0).
3. Montrer que :
Ve e RY, 0 < F(x) < e
4. Montrer I'existence et déterminer la limite deen+oo.
5. En déduire la valeur de I'intégrale de Gay"§%e—t2 dt. sol:ym/2

Exercice 46: Lemme de Riemann Lebesgue
Soit f une fonction de classg', montrer que :

lim /0 ' F(t)sin(M)dt = 0
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En utilisant la propriété® suivante, montrer que le résultat reste vrai pour les fonctions continues. Si
f est continue suid; 1], pour toutn € N*, il existe une fonctiory, de class€! telle que :

up |(2) ~ fula)] < -

z€[0;1]
Exercice 47: Fonctionl’
Ve >0, I'(z) = / e dt
0

1. Montrer qud’(1) = 1 puis que pour tout entier positif on d'(n + 1) = nI'(n). En déduire
quel’(n + 1) = nl.

2. Montrer quef est deux fois dérivables sur tout intervalle de la fofmetoo| inclus dandR?,.
3. Montrer qud” est convexe SUR™*.

Séries numériques

Exercice 48: Calculer les sommes des séries suivantes en montrant leur convergence :

A=y G BeXg O=Yg b=y
k=2004 T k=0 k=0 n=0

Pour leA on pourra utiliser une décomposition en éléments simples et péuutdiser le B.

Exercice 49: Etudier la convergence des séries suivantes :

n 1 1 1 n® —n® 42
G>Zn$+3n2 g)Zsmﬁ m) cos — —nsin S)Zm
b)zn —6n° — 21 h)ZSinn n) ln_n 1
n87—i- 31n ) Z 1 ni/_ 2 Z 2n(3n —7)
n 7 COS—2 n om _n
C)ZZn—3n9 i) ﬁn O)Zn2+3n1 U)Z 30
sinn
PA n®—7n+3
d>Z n? k>Zn4_n3 p)z(2n+3)n—l—7) U)Zm
9y " R 3+ (1) "
n? 4 cosn n4+1 QZ " w)z g
) D S D D e v
n3 4+ ncosn T)Zm x)Zsin <_>
n

Exercice 50: Etudier la convergence des séries suivantes :

DY (rm)  ex (-l 90X DM

n

bE(”%f 0y (3)" NY v HY st

Exercice 51: Déterminer les valeurs des parametres pour lesquels la série suivante converge :

«

n
Zl—i—nﬁ
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Exercice 52: Soit (a, ) une suite réelle, positive, on pose= =
Montrer que) _ a,, converge sSsp _ b, converge.

1—&-(1n '

Exercice 53: Soit)  u,, une série a termes positifs convergente, étudier la convergence des séries :

v 1
> uli D In(l+uy); Z . on pourra montrer quéz,y € R, |zy| < = (:c + %)

Exercice 54: [dur] Soient)_ a, et b, deux séries a termes réels positifs, telles gue- b,, au
voisinage det-co. On note

o0

Sn—Zak, Zbk,R = Z ag, Fn: Z bk

k=0 k=n+1 k=n+1

1) Calculers,,, ¥, R,, I',, poura, = 27" eth, = 27" + 37", comparelsS, ety puis R, etl’,

2) Montrer que sp _ a,, converge alorse,, ~ I',, au voisinage de-occ.

3) Montrer que sb _ a,, diverge alorsS,, ~ ¥,, au voisinage de-occ.

4) Soit(uy, ) la suite définie pat, = 1 etu,;, = u,(1—u2), montrer quéu, ) tend vers 0, déterminer

a tel que la suitgu?, ; — ug) ait une limite finie non nulle. A l'aide d’un télescopage déterminer un
équivalent deu,,.

Exercice 55: [dur] (Avec I'aide d’une calculatrice)

- - e N1 _ N
Considérons la S(-E-rl_e de somme partiélle= >, w1 ON poseRy = Zk:NH
la somme de la série.

1) Pour une fonction décroissante &rf montrer que

R le reste etS

k+1

rod << [ s

k k—1

2) En déduire un encadrement 8g.
3) En déduire um € N tel que|R, | < 107
4) Montrer qu’il existea etb tels que

o a n b
n2+1 nn+1) nn+1)(n+2)

+ tn?

avec) <t, <n? pourn > > 3.

5) Montrer que) < Z te <

k=n+1

3n3
6) Calculer

1
Z et .
k:k:+1 2kt Dk +2)

k>n

7) Montrer a l'aide des questions précédentes que le calcy, g@ermet le calcul d’'une valeur
approchée d& a10~* prés.

Vitesse de convergence

Exercice 56: Soita > 1, on veut déterminer la vitesse de convergence de la série de Riemann
1

ne”
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1. Tracer la fonction définie pdi(t) = ¢t~ sur l'intervalle[n; n + 1], déterminer un encadrement
de l'aire de la surfacs = {(z;y) e R*ln <z <n+1;0 <y < f(x)}, al'aide de l'aire de
deux rectangles.

2. En déduire que

3. En déduire un encadrement & - .

4. En déduire I'équivalent suivant :
0 1 Nl—a

—_—

ne a—1
n=N

La convergence est-elle lente, géométrique, rapide ?
5. Accélération de convergence de la séng , ;. On poseSy = M =
Ry =73 " nia # ets => ", #
(a) Déterminer un équivalent dey.
Montrer que la suite définie par, = S, + = converge vers plus vite que(S,,).
(b) CalculerS =37 1 — —5.
En étudiant la série de terme généfal- (+ — —+), déterminer une série qui converge
versS plus vite que(ss,,).
(c) Onsuppose qué, = S + = + n% + O(n—lg), on ne connait ny' ni a ni b. On pose
T, = 2S5,, — S,, montrer queT,,) converge plus vite qué,,,, comparer le nombre de
calcul élémentaires nécessaire pour calc(ig) et .Ss,,,, conclusion.
Comment pourrait-on sur la méme idée construire une §Ujtequi converge plus vite
que(Tgn). sol: (4Tsp, — Thn)/3

Exercice 57: [dur] Soit (a,,) une suite positive telle quey/a,,) converge vers < 1. Montrer que
la série de terme générale converge plus vite que toute suite géométrique de raison strictement

supérieur d.
Exercice 58: [dur] Soit(a,) une suite positive telle qué%) converge vers < 1.
1. Montrer que la série de terme générale; — a,, converge plus vite que toute suite
géométrique de raison strictement supérielr a

2. En déduire que la suite,,) converge plus vite vers 0 que toute suite géomeétrique de raison
strictement supérieuria

3. En déduire que la sérle a,, converge plus vite que toute suite géométrique de raison
strictement supérieuria

Suites et séries de fonctions

Exercice 59: Déterminer les limites simples des suites de fonctions définies par :

n

= 1+ 2; Vo € R, gn(m) = .I'n; Vo € R, hn(x) = (COS.I‘)”
nT

Ve €R, fo(z)

Exercice 60: Etudier la convergence simple et la convergence normalR si@s séries de

fonctions : |
i e
s LD DE s D DE wraer e
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Exercice 61: Etudier la convergence simple et la convergence normalR guiis sur un intervalle
de la forme[— R; R| de la série de fonctions :

x
2 e

Séries entieres

Exercice 62: Déterminer le rayon de convergence des séries entiéres suivantes :

a)) E 2"y (e)§ :Hxn (i) E cosng:n (m) LE\\?_;‘E 3xn
E n"z" n? — 1.7:” () x— o)l

d) Z Innz"” (9) Z nix;‘n (k) Z ; j——:' " (0) Z(l - l)"2w”
3 2 UDBES ()Y a" "

Exercice 63: Calculer le rayon de convergence et déterminer la somme des séries entieres
suivantes :

(a) Z lxn (c) Z nx" (e) Z = 11:

n

o1 n>0 = )(2n + 1)
(b) Z % " () Z na™" (f) Z apx"

n=20 n>0
aveca,, = 3" et Aopt+1 = 2"

Exercice 64: Déterminer des séries entieres dont la somme est égale aux fonctions suivantes sur
leur intervalle de convergence :

1 . ,
hto _ L4a? f4gg = Ar(ctanf) fo(@) L+ a2 fr(z) e —e
fZ(x) =e€ f6($) = T2 fS(:E) = chz

Exercice 65: Montrer que I'équation differentielley” + 3’ + y = 0 d'inconnuey : R — R admet
une solution et une seule développable en série enti@yeeprenant la valeur en0.

Exercice 66: Déterminer les solutions de I'équation différentigfle+ xy = 0 qui sont des sommes
de séries entieres au voisinage de 0.

Exercice 67: Déterminer une solution particuliere de I'équation différentiglle- y = Arctanx qui
soit somme d’une série entiére au voisinage de O.

Combinatoire

Exercice 68: Pour tout entierl, on cherche a déterminer le nombre de couples d’entier naturel
(a,b) tels quea + 2b = d, on notep(d) ce nombre.
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N o o A

Calculerp(2) etp(6).
Ecrire les fonctions définies pa¥; et -1, comme somme de série entiéres.

- 1
Montrer que) p(n)t" = :
> e

Décomposer la fraction rationnellgt) :=

m en éléments simples.

En déduire un développement en série entiere @de

Déterminer une formule pop(d).

Expliquer sans faire les calculs explicitement, comment on pourrait déterminer le nombre de
triplet d’entier naturela, b, c) tels quea + 2b + 3¢ = d

Exercice 69: On noteC,,, le nombre de parenthésages possible d’un produittéemes, il est
connu sous le nom de— 1éme nombre de Catalan.

1.

AR

7.

Montrer quel, = Cy =1,C5 =2 ety = 5.

Montrer que ¥n > 2, C,, = 3770 CvC_s.

On noteR: le rayon de convergence de la série entjef€',x*, on noteS sa somme.
Montrer queS(z)? — S(x) + = = 0, sur l'intervalle de convergence.

On posef(z) = 3 (1 — /1 — 4z), montrer quef est DSE sur le disquie:| < 1, puis que son

développement en série entiérea, ™, sur ce disque Vérifign € N*, a,, = (in_—12>'

. Montrer quevn > 2, a,, = ZZ;& G-

Montrer quevn € N*, C,, = (2n B 2).

n—1

Exercice 70: [dur] On notea,, le nombre dev—uplet d’entiergk;; ko; - - - ; k,,) valant0; 1 ou 2 tels
queky, + ko + -+ + k, = n. On posery = 1.

1.
2.

3.

Calculera; as etas.

Montrer quez,, est le coefficient d&(™ dans le polyndmé’(X) = (1 + X + X?)".
2w

Montrer quez,, = P(e")e ™ dt.

27 Jo

4. En déduire que,, = 5- 0%(1 +2cost)"dt = 5= [T (1+2cost)"dt = T [7(1 4 2cost)"dt.

—T

. Pour|z| < 3, on pose :

Ax) = i apx"”
n=1

Montrer queA(z) = - [ 7 izeass At

7 +2cost)

1 1 T ¢ 1—u2
On rappelle que/ ——— dz = —Arctan—; en posant: = tan 5, montrer quecost = {15
a? + z? a a 2 T

puis quevz € [—3; 3], A(z) = ———.

(1-32)(1+2)
() 1+ 3x
(z) (1 -3x)(1+x)
Montrer quevz € [—3; 3], (1 —3z)(1+2)A'(x) = (1 + 3z)A(z).
2n+1 an
n+1 tin n+1

En déduire quej:j1

Montrer quevn > 1, a,41 =

Qp—1-
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Séries de Fourier

Vo € [0;7], f(z) =
Vo €] —m; 0], f(z)

Exercice 71: Soit f la fonction27 périodique telle qu{ f .
a) Représentef sur l'intervalle[—27; 27].
b) Déterminer la série de Fourier de

c) Calculer la somme de la S€3€ "y, en déduirey ;.

: e : - Vo e [0;1], f(z) =1
Exercice 72: Soit f la fonction2 périodique telle qu&{ vz €]1:2[, f(z) =0
a) Représentef sur l'intervalle[—2; 2].

b) Déterminer la série de Fourier de

c) En quels points la somme de cette série est-elle égafe a

Exercice 73: Soit f la fonction définie pavz € R, f(z) = |sinz|.
a) Représentef sur l'intervalle[—27; 27].

b) Déterminer la période dé&

c) Déterminer la série de Fourier de

d) En déduire la somme de la séjie ——.

Exercice 74: Soit f la fonction périodique de période 1 telle due € [0;1] f(z) = 2%(1 — z)*.
a) Représentef sur l'intervalle[—2; 3].

b) Etudier la régularité d¢ surZ.

c) Déterminer la série de Fourier de

Exercice 75: Comparer la vitesse de convergence des séries de Fourier des exercices précédents.

Exercice 76: f une fonction T_périodique de clasée
a) Déterminer une relation entre les coefficients de Fourigr ekeceux def’.
b) Etudier les vitesses de convergence des s&fias,| et>" |b,| en fonction dek.

Exercice 77: Soit f la fonction définie pavz €]0; 1[, f(z) = «.

a) Représentef.

b) Ecrire f(z) comme la somme d’une série de cosinus c'est afire = > 77, ay cosnk.
c) Ecrire f(x) comme la somme d’une série de sinus.

d) Montrer quef(z) = Y, , ax cos nk converge normalement s, 1].

e) Ecrirez? comme série de sinus pourcompris entre 0 et 1.

Exercice 78: Démontrer que :

vz €] [ 7 sin ox sinx 2sin 2z n 3sin 3z
T E|l —mT = — - ...
’ 2sinamr 12—a?2 22 -2 32—q?

Exercices corrigés

Exercice 79: Soit A = {(z;y) € R? y > 2?} représenter A, déterminer sa frontiére, son intérieur et
son adhérence. Est-ce un ouvert, un fermitie

Exercice 80: Soit la fonctionf définie par

f(x,y) = /cos(z +y)

Déterminer son ensemble de définition , le représenter. Montref g@gecontinue sur son ensemble
de définition. On utilisera les théoremes du cours avec précision.
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Exercice 81: Calculer les dérivées partielles de la fonctibdéfinie par

V(z,y) € R?, f(x,y) = cos(z’y?)

Exercice 82: Soit f la fonction définie suR? par f(x;y) = 2% + 2%y* + y*, déterminer les extrema
locaux def.

Exercice 83: Etudier et représenter dans un repére orthonormal du plan la courbe paramétrée par

Vit e R; M(t) = (z(t);y(t)) = (cost;sin 2t)

Exercice 84: Calculer I'intégrale double :

I:// ydzdy
D

ou D est le triangleABC avecA = (—1;0), B = (1;0), etC' = (0;2)
Exercice 85: Calculer si elle existe l'intégrale généralisée suivante :

0
/ re®dr
—0o0
Exercice 86: Etudier la convergence des intégrales généralisées suivantes :
1 ¢t +00 —t +oo —t
€ (& (&
—dtet/ dtet/ —dt
o ¢ 0o 2+t o o+ cost

Exercice 87: Etudier la convergence de I'intégrale généralisée suivante :

T gint
—dt
o l4+t+1¢2
142

Exercice 88: Soit F(z) = / e sin(tz)dt, montrer queF est croissante sur l'intervalle; 1]

de deux facons différentes : en utilisant la définition de la croissance et en utilisant la dérivée.

Exercice 89: Soit g une fonction continue, strictement positive §url] on pose

1

Vo € [0;1], G(z) = /o g(t)*dt = /0 exp (zIn(g(t))) dt et F(z) = G(x)=.

1. Démontrer qué&’(0) = fol In g(¢)dt. On note dorénavarit’ = fol In g(t)dt.
2. En déduirelin% In F(x) (le résultat sera donné en utilisak).

3. En déduire toujours en fonction déla limite de F’ en O.

Exercice 90: Transformé de Laplace
Soit h une fonction continue, intégrable SRt (c’est a dire qugf0+°° |h(t)|dt converge). On pose :

T(h)(m):/o Ooe_mh(t)dt
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Montrer quel’(h) est définie suR™.

Montrer quel’(h) est continue SuR™.

Soita € R*, montrer quel’(h) estC! sur|a; +ool.
En déduire qué(h) estC' surR* .

On suppose de plus qiieestC!, et queh eth’ sont bornées et d'intégrale absolument
convergente suR™. Trouver une relation entrB(h) etT'(h').

6. En utilisant ce qui précede déterminer la transformée de Laplace d’'une sglutéon
I'équation différentieller” (t) + h(t) = 3, vérifianth(0) = #’(0) = 1 on admettra qu’elle a les
propriétés nécessaires.

a bk N e

Exercice 91: Déterminer la nature des séries de terme général suivant :

1 bn:?)—?n‘ n. n3.

n = n(n? + 7); n? ’ 2n n!’

o . o 1 1
Exercice 92: Comparer les vitesses de convergence des seEe:San et) e

Exercice 93: Déterminer les rayons de convergence des séries entiéres suivantes :

(a) Z n " (b) ; Bt (c) 2(2 — %)”x%

3" +n

n n

2n
(n)?

Exercice 95: Sois f la somme de la série entiéye a,z". On suppose que le rayon de cette série
entiére est infini. De plug’(0) = 0 et f est solution suR de I'équation différentielle

z".

Exercice 94: Déterminer le rayon de convergence des séries enfergis:>" etz

:ch" —y = :152

1. Montrer quez; = 0.
2. Montrer querg = 0.

3. Déterminer une relation de récurrence enfreta,, ., €n précisant les pour lesquels elle est

valable.
2n

4. Montrer quei; = 0, a3 = =, etvn > 3, a, =

1

6!
: e : g f(z) =0siz € [-1;0]

Exercice 96: Soit f la fonction 2-périodique définie pa{r f@)=zsizel0:1] -

1. Représentef sur l'intervalle[—2; 2].
2. Déterminer la série de Fourier de la fonctifin

3. Caleuler la sérig_, ., it

Corrigés

Corrigé de I'exercice 79 : A est la partie du plan qui se trouve au dessus de la parabole d’équation y = x2,
et qui contient cette parabole . Sa frontiére O A est la parabole I' d’équation y = x%. Son intérieur est A\ T'. Ce
n’est pas un ouvert, mais c’est un fermé car sa frontiere appartient a A : 0A C A.
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Corrigé de I'exercice 80 : Pour que f(x,y) soit bien défini il faut et il suffit que cos(z+y) > 0, ceci revient

aavoirx +y € U [—E + 2km; T + 2k7r]. Ceci se représente dans le plan par des bandes en diagonale, de

2 2
kEZ
largeur m, chacune est comprise entre deux droites d’équations y = —x — 5 + 2kmw ety = —x + § + 2km.
Notons ) = {(w,y) eRY: z4ye U [—g + 2k, g + Qkﬂ },posons filz,y) =z, fa(x,y) =y, f1 et
keZ

fo sont continues sur €2, donc f, + fo est continue sur §) et est a valeur dans UkeZ [—% + 2km; % + 2k7r], orla
fonction cosinus est continue positive sur | .., [—g +2km; 5 + 2k7r], donc f3 = coso(f1 + f2) est continue
et a valeur dans R sur Q. Or la fonction racine carrée f, est continue sur R™. Donc f4 o f3 est continue sur ).

Corrigé de I'exercice 81 : On fixe la variable y que 1’on regarde comme une constante et on dérive par
rapport 4 z. Bien sur il faut savoir dériver une fonction d’une variable, par exemple si g(z) = cos(7x>) alors

0 3}
g (z) = —212? sin(723). De méme ici 6—£(3}, y) = —32%y?sin(z3y?) et aij(m, y) = —223ysin(x3y?).

Corrigé de I'exercice 82 : On peut commencer par remarquer que la fonction est toujours positive et
qu’elle s’annule en 0, elle posseéde donc un minimum local en 0 (ce maximum est méme global).

La fonction f est de classe C' sur un ouvert R?, donc si f posséde un extremum local est un point My alors
ce point est un point critique, c’est a dire que %(MO) = %(M@) = 0. On commence donc par chercher les
g—i(x;y):2x+2xy2:0 { r(1+y%) =0
S (@) =227y +4¢° = 0 y(z* +2y%) =0
un unique point critique donc au plus un extremum local en 0. Conclusion : f posséde un unique extremum
local, c’est un minimum globale en 0. Dans cet exercice il est particulierement important de comprendre la

points critiques. { <= z =y = 0. Donc f possede

logique du raisonnement, bien plus formateur que la partie calculatoire.

Corrigé de I'exercice 83 :

1. On commence par regarder les périodes et les symétries.
x ety sont 2m périodiques (en fait y est méme 7 périodique), donc on peut limiter I’étude a [—; 7]. On
peut aussi remarquer que M (—t) = (x(t), —y(t)), c’est a dire que I’on passe de M (t) a M (—t) par
une symétrie d’axe (ox), on peut donc limiter I’étude a [0; ], on pourrait aussi comparer M (t) avec

M(m —t).
2. x ety sont dérivables étudions leur variations sur I’intervalle [0; 7] a I’aide d’un grand tableau de
variation a quatre lignes facile a réaliser 4 la main moins sur I’ordinateur... ' (t) = —sint et

y'(t) = 2 cos 2t, = est décroissante entre 0 et %77, puis croissante entre %7‘(‘ et 7, d’autre part x varie
alors de 1 a 0 puis de 0 a 1. On fait de méme I’étude pour y : croissant, décroissant, croissant.

3. On peut regarder un peu les tangentes en certains points par exemple pourt = 0, M (0) = (1;0) et
M'(0) = (0;2), la tangente est donc verticale. De méme pour t = 7 la tangente est horizontale ...

4. Finalement en utilisant la symétrie on trouve quelque chose comme :

Corrigé de I'exercice 84 : 1l faut commencer par dessiner le triangle. Ensuite on cherche les équations des
droites (AC) et (BC'), on obtient (AC) : y = 2(x + 1) et (AB) : y = 2(1 — z). Le plus simple et de faire
varier y d’abord, il varie de 0 a 2 puis ensuite d’étudier les variations de x, "qui varie de la droite (AC)" :

3y — 1 "ala droite (BC)": 1 — y. On a donc

2 1-1y 2 4
I=/ / ydx dy:/(2—y)ydy=3
0 1y—1 0

2

Si on avait voulu commencer par faire varier x il aurait fallu calculer deux intégrales, I’'une pour x allant de -1
a 0, puis I'autre z allant de 0 a 1.

Corrigé de I'exercice 85 : On commence par une IPP :

0 0
/ re®dr = [ze®]y — / e’ dx
A A
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[mex]% = —Ae? qui tend vers 0 lorsque A tend vers —oo, car "I’exponentielle I’emporte sur les puissances
de” x ”‘
fg e®dr = 1 — e qui tend vers 1 lorsque A tend vers —oo, finalement I’intégrale converge et vaut 1.

Corrigé de I'exercice 86 : La premiére intégrale est généralisée en 0.
t 1
on remarque que Vz €]0; 1], 0 < n < 7 or / n dt diverge donc I'intégrale généralisée fol %t dt diverge.
0

+oo —1
L’intégrale / dt est généralisée en +oo.
0

2+t
+00 ¥
Oro < S o Se et et dt converge, il suffit de calculer fo e~tdt et de faire tendre X vers I’infini.
0
La tro1s1eme intégrale est généralisée en +oo.
Or0 < 77— +COS - <1 dou0< g Foosi S < e tor [;7 e~ dt converge, donc I'intégrale converge.

Corrigé de I'exercice 87 : L’unique probléme est en +oo car la fonction est continue sur R™. On peut com-

sint 1
. . + 1,1 .
mencer par majorer le sinus par 1. T it < Trire pourt € R™. Or 5=z ~ » = 0 dont I'intégrale
au voisinage de +o0o converge (par exemple f;roo t% dt est une intégrale convergente). Donc f1+ T t T dt

sint
1+t+t2

Corrigé de I'exercice 88 :

converge donc f0+°° dt converge.

1. En revenant a la définition de la croissance d’une fonction, soient x et y tels que 0<z<y<Z, pour
toutt € [0;1], ona0 < tz < ty < I, or la fonction sinus est croissante sur [0; 7] donc

fiﬁ < 11:542, tous les termes étant

positifs, on obtient en multipliant les inégalités, pour tout t € [0; 1], lljgg sin(tx) < llj_rtyg sin(ty) d’ou
en intégrant t entre O et 1 on obtient F'(x) < F(y). CQFD.

2. Posons f(z,t) = 1% sin(tx) ; f et % sont continues donc F' est dérivable et

14+¢2
Lof s l+z
— ; %(Qj’ t) dt = ; 1 T t2 Sln(tﬂj‘) —+ mt COS(t-ﬁU) dt

or pourz € [0; 3] ett € [0;1] ona H% sin(tx) + fiﬁtcos(t:c) > 0 car tous les termes sont positifs

en intégrant t de 0 al on obtient que F'(x) > 0, donc F est croissante sur [0; 3.

0 <sin(tz) <sin(ty) < 1. oril est clair que I’on a aussi 0 <

Corrigé de I'exercice 89 :
1. Posons f(z,t) = exp (z1n(g(t))). f est une fonction de deux variables, continue, qui admet une dérivée

partielle par rapport a x. %(m, t) = In(g(t)) exp (z1n(g(t))) qui est continue. on peut donc utiliser le

théoréme du cours sur la der1vat1'on des fonctions définies par une intégrale : G est dérivable et

VreR, G'(x fo In(g exp (zIn(g(t )))dt

En particulier G’ fo ln )exp (01n(g(t))) dt fo In(g

2.InF(z) = (1) ln G(z) = M car G( )=1.La 11m1te dc InoF' en 0 n’est autre que la dérivée de
G'0) _

G(0)

3. F(z) = exp (In F()), en faisant tendre x vers 0 on obtient lim,_o F(z) = e

In oG en 0, c’est donc
K'

Corrigé de I'exercice 90 : On peut commencer par remarquer qu’avec les notations du cours on a :

+oo
F(z)=T(h)(z) = / f(z,t)dt avec f(x,t) = e **h(t)
0

1. Pour tout x > 0 on a la majoration |e=**h(t)| < |h(t)|, or 0+°° |h(t)|dt converge donc

;7% e th(t) dt converge.
2. On utilise le théoréme sur la continuité des fonctions définies par une intégrale généralisée. f a bien la

propriété de domination en effet | f (z,t)| < |h(t)|, or [, "7 |h(t)| dt converge, de plus f est le produit

de deux fonctions continues elle est donc continue. T'(h) est donc continue sur R™.
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3. On utilise le théoréme sur la dérivabilité des fonctions définies par une intégrale généralisée. f est de
classe C! ety or ~(z,t) = —te~"h(t), elle vérifie bien la propriété de domination car

B - (, t)‘ < te “h(t)

Or la fonction t — te~* est bornée sur R une étude élémentaire de la fonction permet de s’en rendre
compte. On a donc la majoration |%(l‘, t)| < Mh(t) et Mh(t) est intégrable sur R™. T(h) est donc de
classe Clet

+0o0
T(h)’(a;):/o —te "t h(t)dt

4. En tout point x de R*, en utilisant la propriété précédente avec o = %:r, on voit que T'(h) est dérivable

au voisinage de x de dérivée continue, d’ou le résultat demandé.

X X
—1 _ 1

5. Essayons d’intégrerparpartie/ e " h(t)dt = [—e "h(t)|i=X +/ —e "R (t)dt.
0 z 0o T

-1 1
En faisant tendre X vers +oo, on obtient T'(h)(z) = —h(0) + ~T'(h')(x), car
x x
limyx 1o e *Xh(X) = 0. D’ou T(h')(z) = T (h)(x) + h(0)
6. Sih" + h = t3 alors on peut regarder les transformées de Laplace et on obtient
T(h")(z) + T(h)(x) = [;"°° —te~*"t*dt. En utilisant la question précédente et a Iaide de petits
calculs on obtient 2T (h')(x) + h'(0) + T(h)(x) = . En utilisant une deuxiéme fois la question

précédente on obtient : z (zT(h)(x) + h(0)) + 1’ (0) + T'(h)(z) = . D’ou
-1

T(h)(z) = 1122

6
1 R
( +m+$4)

Corrigé de I'exercice 91 : Le terme général a,, est positif, il est majoré par 5 qui est le terme général
d’une série de Riemann convergente, donc ) a,, converge.

Le terme général b,, est négatif deés le rang 2, son opposé —b,, est donc positif dés le rang 2, or —b,, ~ % qui est
positif et le terme général d’une série de Riemann divergente, donc la série Y, —b,, diverge donc la série > b,
diverge.

Corrigé de I'exercice 92 :  Attention a ne pas confondre Ia suite ( n ) et la série Z , pour étudier la

série il faut commencer par calculer le reste R,, = > - 41 27, pour ce]a on peut commencer par regarder

N 1 o e o N 1 1 1 1
> k=n-+1 3% DUIS faire tendre N vers I’infini, or ) k=nil 3k = (—271+1 — —QNH) / - dou R, = 2n+1 1=
2
1
1 A £ _ o] 1 1 1 _ 2" 1 _
5w - De méme pour la série g 3 lereste T,, = > h=n4l3F = FATTT © 23n, Fmalement =S =

(g)n qui tend vers 0 lorsque n tend vers +oc. Finalement la série ) | 3% converge plus vite que la série Z 3

1
2 \3

Corrigé de I'exercice 93 : Pour (a) Commengons par regarder un équivalent -*— "
utilisons le critére de D’ Alembert

_(n+1 % |

N n 3

or cette suite tend vers % lorsque n tend vers +oo. Pour |z| < 3 la série est donc convergente, pour |x| > 3 la
série est divergente, le rayon de convergence est donc R = 3.
Pour (b) utilisons le critére de D’ Alembert

3n s 3nw puis

(n+1)? .4 3"

Un4-1
3n+1 X n2xn

Unp,

Un4-1
Un

_ 5n+1x2(n+1)+1 1
5nx2n+1

= 5[af?

or cette suite tend vers 5|x|* lorsque n tend vers +oco. Pour |z| < % la série est donc convergente, pour

|| > % la série est divergente, le rayon de convergence est donc R = % On peut remarquer que la série de

départ est une série géométrique un petit peu camoufilée.
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ol = §

Pour (c) Utilisons cette fois le critére de Cauchy
1
n

n
2 l r2n
n
or cette suite tend vers 2|x|? lorsque n tend vers +oc. Pour |z| < \% la série est donc convergente, pour

|x| > % la série est divergente, le rayon de convergence est donc %

Corrigé de I'exercice 94 : La premiére série est une série géométrique de raison 2> elle converge si et

seulement si |223| < 1 ce qui équivaut a = €] — 2-1/3:271/3[, Donc R = 2~'/3. On peut aussi utiliser
D’Alembert ou Cauchy.

2
Up = ( '732 a". Regardons 2,
n!
Upgi| _ 2n+1) @) (n+1)  Jzf
- 2 | | 2n = 2
U, ((n+ 1)1 |z|™ n (n+1)
Donc lim ""“ = 0, la série de terme général u,, converge toujours, donc le rayon de convergence est infini.

Corrigé de I'exercice 95 : 1. Une formule du cours nous dit que pour un rayon de convergence non nul,

ap = %f(")(O). D’ouay = f'(0) = 0. On peut aussi remarquer que f'(0) = >.>° | na, 0", tous les termes
sont nuls sauf pourn =1 d’oua; = 0.
2. Dans I’équation différentielle qui est valable pour tout x de R, si I’on prend x = 0 on obtient
0f"(0) — f(0) =0d’ou f(0) = 0d’ouag = 0.
oo o0

3.xf"(x) — f(z) — 2% = Zn(n — Dapz"™ Zana: e Z(n + Dnayyi2™ Zanx

n=2 n=1

zf"(x) — flx) — 2% = —ag + Z ((n+ Dnaps — an)z” — z?

n=1
Comme f est solution on a pour toutn > 2, (n + 1)na,4+1 — ap, = 0 pourn = 2, (n+ 1)nap+1 — a, = 1,

pourn =1, (n+ 1)nay+1 —a, =0, etag = 0.
4. Ce qui nous donne a3 et a3, puis une recurrence nous permet de trouver la formule générale de a,.

Corrigé de I'exercice 96 : ici T = 2 etw = 2% = 7. On rappelle les formules

1 3T 2 3T i b =2
a0 == » f(t)dt an_T/_;Tf()cos(wnt) n—T/_;Tf()bln(nw)
L o : 1! 1t 1
ici en utilisant la définition de f on obtient : ay = B ft)dt = 3 tdt = 1
1 1 1—1 2l
ay = / f(t) cos(wnt)dt = / t cos(mnt)dt = [t sin(ﬂnt)] - — sin(mnt)dt
1 0 ™ 0 o ™
12 1\?
d’ n — -)=1= -1)" =1
oua <7m> (cosnm — 1) <7m> ((-1) )
5 1 1 1 1 1 (—1)n+!
n = — / f(t) sin(nwt)dt = / tsin(mnt)dt = [—t cos(ﬂnt)] + — cos(mnt)dt =
T 1 0 ™ 0 0 ™ nm

2
En appliquant le théoréme de Dirichlet en 0 on obtient : 0 = 1 + > k>0 ( ) (=2). D’ou I’on tire

1
w(2k+1)
2

1 T
Z(2k+1)2 )

k>0



