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Présentation de ’enseignement

L’objectif de cet enseignement est ’acquisition par I’étudiant d’un nombre assez important de méthodes
de calculs mathématiques, le cours présente ces méthodes. Certaines preuves sont données car elles peuvent
permettre une meilleur compréhension des résultats, elles ne sont pas un objectif en soi, parfois juste une
esquisse de la preuve est proposée. Ce polycopié est & utiliser en complément du cours, qui I’éclaire.

Echelonnement prévisionnel du cours

Paragraphe 1111211321122 (32&33|34]| 3.5
Nombre de semaines 1 1 1 2 2 2 1 2

Conseil de travail hebdomadaire :

. Avant le cours, lecture rapide du paragraphe du poly.

. Pendant le cours, participation active & la séance, questions.

1
2
3. Pendant le TD, recherche des exercices avec le poly.
4

. Aprés le TD, reprise du cours et des exercices.

Evaluation de I’enseignement :

Lors des épreuves calculatrices et documents sont interdits, toutefois une feuille A5 individuelle manuscrite
est autorisée (photocopie interdite). Une sorte d’antiséche légale. Les téléphones sont interdis durant les
épreuves, et doivent étre éteints (silencieux n’est pas suffisant), penser a prendre une montre si besoin.
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Chapitre 1

Algébre

1.1 Nombres complexes

1.1.1 Introduction

Ce chapitre est un chapitre de révision, on survole les notions du programme de terminale sur les nombres
complexes, on va vite, juste pour se remettre les idées en place. Les nombres complexes ont été introduit
historiquement pour résoudre les équations du troisiéme degré. Les nombreux résultats énoncés dans cette
section sont trés simples & démontrer

1.1.2 Le BAba

Définition 1 On note C ’ensemble des nombres complexes, C = {a+ib/a, b € R}, les opérations habituelles
sur les réels restent valable, commutativité, distributivité, etc.... la particularité de ¢ réside dans le fait que
2

1 = —1.

Exemple 1.1 e 2+43)+(1—-5i))=3-2i

5(2 — 6i) = 10 — 30i

i(2 — 6i) = 2i +6

(24 34)(1 — 5i) =2+ 3i — 10i — 1562 = 17 — 7i
(2+43i)2=4+12i —9=—5+12

Définition 2 La partie réelle est définie par Re (a + ib) = a, et la partie imaginaire par Zm (a + ib) = b

Exercice 1 : : Déterminer partie réelle et partie imaginaire de 2z’ en fonction des parties réelles et
imaginaires de z et 2’.

1.1.3 Module et argument

Lorsque les variables ne sont pas quantifiées, ce sont des complexes quelconques.

Conjugaison

Définition 3 Z = Rez —iZm z. On dit que Z est le conjugué de z.

Proposition 1.1 1. z = z. 5. 2=z z€R
2. 24+ 2 =%+27. 6. z=—-2z&z€1R
3. 22/ =77 7. Rez=1(2+7%)

4. Vz € C*, (%) =

W=

8. ITmz = %(z — %)

Module

Définition 4 On définit le module d’un nombre complexe par : |z| = \/(Re 2)2 4 (Imz)?,

Proposition 1.2



1.1. NOMBRES COMPLEXES A Mizrahi

1. |2|=0&2=0 6. Vz' € C,Vz € C*, Z;:%
2. 2]? = 2z
7. |Re(2)] < 2.

3. Jel =12 / ,
4. |z2'| = |2] || 8. |z + 2 <z + 2],
5. Vn € Z, 2" = |z|™. 9. |lz| = ||| £ |z — 2/
Preuve : Pour le point 8. on a

|2+ 2 = (z42)(z+2)

= 22422/ +2Z+2'2
= |22+ |+ 2Re (22)
< P+ P 42022 = (2] +12)?

Remarque 1.1 Les nombre réels se représentent sur une droite, les nombres complexes se représentent dans
le plan. Dans un repére orthonormal on peut représenter le complexe a+ib par le point de coordonnées (a, b),
ou par le vecteur de coordonnées (a,b). On dit que ce point ou ce vecteur a pour affixe le complexe a + b.
La somme de deux complexes correspond alors & la somme des deux vecteurs correspondant. La conjugaison
correspond & la réflexion par rapport au premier axe. Le module correspond & la norme du vecteur.

Exponentielle complexe

Définition 5 V0 € R, € = cosf + isinf

Proposition 1.3 1. V§ € R, cosf = 3(e +e~)
2. V0 €R, sinf = (e — 1)
3. \v/e 9 c R 61(9—1—9) — i9 i@"
4. V0 eR,Vn € Z, e = (e?)".
5. Formule de De Moivre : VO € R,Vn € Z

(cos @ +isinf)" = cos(nh) + i sin(nh)

Définition 6 Vz,y € R, %W = e%eW

Argument

Définition 7 Pour tout (z,y) # (0,0),

10 € R, cos@zLet sin 6 Y

NeE R

I'ensemble des 6 qui vérifient cette relation est de la forme {0y + 2kn|k € Z}, on Pappelle argument du

complexe z + iy. Argz, désignera aussi bien, I’ensemble ainsi défini ('argument de z), qu'une de ses valeurs
z

(un argument de z). L’écriture précédente peut aussi s’écrire ﬂ =,
z

Remarque 1.2 Si M est le point d’affixe a + ib, alors 'argument de a + ib est 'angle (T, OM).

Définition 8 a congrue & b modulo m que l'on note a = b [m] signifie qu'il existe un entier k tel que
a=0b+km.

Proposition 1.4 1. Vz,z2' € C*,
e [ =1
Arg(z) = Arg(%') [27]
Vz € C*, z = |z|etATez,
Vz € C*, Argz = —Argz [27].
Vz, 2 € C*, Arg(z2') = Arg(z) + Arg(2’) [27].
Vz € C*,¥n € Z, Arg(z") = nArgz [27].
V2 e C,Vz € C*, Arg% = Argz’ — Argz [27].

SIS AR I I o
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1.2. POLYNOMES A.Mizrahi

1.1.4 Racines

Proposition 1.5 Tout complexe Z non nul & exactement deux racines carrés, c’est & dire deux complexes
z1 et zo dont le carré vaut Z.

. ; : ) . L
Preuve : Si Z = |Z|Re" alors les seuls racines carrés possibles sont 41/ Z]e?2%.

Proposition 1.6 Tout complexe Z non nul & exactement n racines niéme , c’est a dire qu’il existe exactement
n complexes z; qui élevés a la puissance n valent Z.

n

1 16 . «
Zletwn 0t w2ik™  sour k variant de 0 an — 1
b p b

Preuve : Si Z = |Z|e? alors les seuls racines niéme possibles sont

ensuite on retombe sur les méme valeurs.

1.2 Polynémes

1.2.1 Introduction

On s’intéresse dans ce cours aux polyndomes & coefficients réels ou complexes. On ne fait pas de différence
entre polynoéme et fonction polyndéme . Les points importants sont la division euclidienne des polynoémes et
la factorisation des polyndmes.

1.2.2 Deéfinitions

Définition 9 — On appelle polynéme réel, une fonction P de R dans R telle qu’il existe n € N,
agp,ai,...,a, €R
Vx € R, P(x) =ao+ a1z + asx® + ...+ apa”

Les a; sont appelés les coefficients du polynéme.
— On appelle polynome complexe, une fonction P de R dans C telle qu’il existe n € N, ag,aq,...,a, € C

Vr € R, P(x):ao+a1m+a2m2+...+anx”

— Si P(x) = ap +aiz+asr?+. .. apx" avec a, # 0, on dit que P est de degré n et que a,, est le coefficient
dominant de P. Lorsque P = 0 on dit que le degré de P est —oo.

Remarque 1.3 — Un polyndéme réel est un polynéme complexe.

— L’écriture de la définition précédente est unique, deux polyndémes sont égaux si et seulement si ils ont
les méme coefficients. C’est ce qui permet de définir le degré d’un polynéme. ceci n’est pas tout a fait
triviale on peut par exemple étudier la limite en l'infini de P, — Ps.

~ Si P(z) = ag + a1z + asx® + ... a,z", le polynome dérivé P’ de P vaut

P'(z) = a1+ 2asx + ...+ na,x" !

Proposition 1.7 Soient P et Q deux polynoémes et A un complexe non nul :

— deg(P + Q) < max(deg(P), deg(Q)).
— deg(AP) = deg(P).
— deg(PQ) = deg(P) + deg(Q). Avec la convention que pour tout degré r, (—oo + 1 = —00).

Définition 10 Soient P un polyndme, et a un complexe, a est une racine de P si P(a) = 0.
Soient P un polynoéme, a un complexe, et m € N* a est une racine de P de multiplicité m si

P(a)=P'(a)=...= P V(a) =0et P"™(a)#0
si m = 1 on dit que a est une racine simple , si m = 2 on dit que a est une racine double , etc...

Université de Cergy Pontoise 6



1.2. POLYNOMES A.Mizrahi

1.2.3 Factorisation

Proposition 1.8 (Division euclidienne ) Il existe une division euclidienne des polynémes, en ce sens que
pour tout couple de polynémes (P,T') avec T # 0, il existe un unique couple de polynémes (@, R) tel que

P = QT + R avec deg(R) < deg(T)
@ est appelé le quotient et R le reste de la division euclidienne.

Exemple 1.2 Le quotient de la division euclidienne de X2 + X — 4 par X + 2 est X — 1 et le reste est —2.

Preuve : L’unicité se montre a ’aide de considérations sur les degrés. L’existence peut se montrer a 1’aide d’une
récurrence sur le degré de P.
Proposition 1.9 (Formule de Taylor) Soit P un polynoéme de degré n,

n

k=0

Preuve : 1l suffit de calculer la dérivée kiéme de P en 0, avec P(z) = ap + a1x + asx® + ... apx"

Proposition 1.10 a est une racine du polynéme P de multiplicité m si et seulement si il existe un polynéme
@ dont a n’est pas racine tel que P(z) = (z — a)™Q(z)

Preuve : si a est une racine, on peut factoriser par (z — a), il suffit pour cela d’effectuer la division euclidienne
de P par = — a. La formule de Taylor appliquée au polynéme @Q(x) = P(z + a) nous donne :

1

P(z) = P(a) + P'(a)(z —a) + %P@)(a)(x —af et oy

P D) (z —a)™ 4+ (z — a)™S(x)
o S est un polyndome. On retrouve la division euclidienne de P par (z — a)™. On obtient bien le résultat annoncé.

Proposition 1.11 Soit P est un polynéme, oy, ao,...,a; des racines distinctes de P de multiplicité m1,
ma, ..., my, alors il existe un polynéme @ tel que

Ve eR, P(x)=(x—a1)™ ...(x — o)™ Q(x)

Théoréme 1 (dit de d’Alembert ou théoréme fondamental de 1’algébre) Tout polynéme a coeffi-
cient complexe peut s’écrire comme produit de polynémes de degré 1.

Preuve : Ce théoréme n’est pas facile du tout & démontrer.

Remarque 1.4 Si un complexe z est racine d’un polynéome P a coefficients réel alors son conjugué z est
aussi racine du polynéme P.

Théoréme 2 Tout polynéme P a coefficient réel peut s’écrire comme produit de polynémes de degré 1, et
de polynomes de degré 2 a discriminant strictement négatif.

Preuve : D’aprés le théoréme précédent P peut s’écrire comme produit de polynémes complexes de degré 1.
P(z) = [[(z = a)™
i

ot m; est la multiplicité de a;.

Soit a; une racine complexe de P de multiplicité m;, a; est une racine complexe de P. Si m; > 2, a; est une racine
de P’, d’ou @; est une racine de P’. Et ainsi de suite jusqu’a P~ Réciproquement comme P(™)(a;) # 0, on a
P(mi)(a@;) # 0. On en déduit donc que @; est une racine complexe de P de multiplicité m;. Si a; € R alors a; = @;, par
contre si a; € R il existe j tq a; = @; et m; = m;. On a alors

(x —a)™ (x —a;)™ = (2% — 2Re (a;)x + |a;|*)™

2% — 2Re (a;)x + |a;|? est un polynome réel de degré 2 & discriminant strictement négatif (car le trindme posséde deux
racines complexe conjuguées distinctes)

Université de Cergy Pontoise 7



1.3. FRACTIONS RATIONNELLES A Mizrahi

1.3 Fractions rationnelles

1.3.1 Introduction

Les fractions rationnelles sont des fonctions qui apparaissent fréquemment, I'objectif principal de cette
partie est la décomposition en éléments simples.

1.3.2 Deéfinitions

Définition 11 — Une fraction rationnelle est une fonction de la forme g, ou P et @ sont des polynémes
a coefficients réels ou complexes.
— Une fraction rationnelle é est dite irréductible si "on ne peut pas la simplifier", ceci revient & dire que
P et @ n’ont aucune racine complexe commune, ou encore que P et () sont de degré minimal.

— Si a est une racine de P et n’est pas une racine de @), on dit que a est une racine de a On appelle
P
ordre de a dans @, la multiplicité de a dans P.

P
— Si a est une racine de ) et n’est pas une racine de P, on dit que a est un pole de —. On appelle ordre

Q

P
de a dans @, la multiplicité de a dans Q.

— On pose deg(g) =deg P — deg Q.

_ (=1)%(2+2) (@=1)%(2+2) o 2?22
(z—3)(z—6)° (z=3)(z—1)? 3(fv+1)2(w—6)
— 1 est une racine d’ordre 3 de la fraction rationnelle % et 3 est un pole d’ordre 2.

_1\3
- degré(i((f_?}))2 gj%l) =2

Exemple 1.3 est irréductible, > ne le sont pas.

Proposition 1.12 Soit F' une fraction rationnelle, il existe un unique couple (P, H) polynéme, fraction
rationnelle tel que F' = P + H avec deg(H) < 0. P s’appelle alors la partie entiére de F.

Preuve : Il suffit d’effectuer la division euclidienne du numérateur par le dénominateur pour obtenir cette décom-
position.

3

> +1 3z —1
Exemple 14 ——MM =z -1+ ———
xemple (z—1)(z+2) v +:U2+:U—2

1.3.3 Décomposition en éléments simples

Proposition 1.13 Soit F' une fraction rationnelle, et a un pole d’ordre n de F, il existe une unique suite

(A1, A2. .., Ay) de réels (ou de complexes) telle que F =), (Iii’;)k soit une fraction rationnelle dont a n’est
pas un pdle.

o 3420224104 24+172 2 1 249 2429
Exemple 1.5 —3 e o D@+ — @22 T 542 ~ od)(or5)

Preuve : Pour 'unicité, on part de deux décompositions, on multiplie par (x — a)™ et on fait tendre x vers a, on
a A, = A, puis on recommence avec n — 1 et ainsi de suite. Pour l’existence c’est un peu plus compliqué, on peut
commencer par démontrer le résultat suivant : Etant donnée deux polynémes P et Q tels que Q(0) # 0, et n un entier,
il existe un polynéme T de degré n — 1, tel que P — T'Q admette 0 comme racine de multiplicité n. Ceci ce démontre
facilement car il revient a résoudre un systéme triangulaire a diagonale sans 0. Ensuite on applique ce résultat a P et
Q définis de la fagon suivante si F(z) = (w—{:)(if)Q(:L‘)’ on pose P(z) = P(z +a) et Q(z) = Q(z + a).
Théoréme 3 Décomposition en éléments simples
Soient P et (Q deux polynoémes réels tels que deg P < deg @, et (\;) une famille de réels distincts deux a
deux.

Université de Cergy Pontoise 8



1.3. FRACTIONS RATIONNELLES A Mizrahi

1. SiQ =TI, (X — X\;) alors il existe une unique famille de réels (a;)1<i<n tels que :

B— al _|_ CLQ + _|_a7n
Q X-M X-X T X-\

2. 51 Q =T[;, (X — X\;)™ alors il existe une unique famille de réels * tels que :

* * * * * *

P
0~ X +(X—)\1)m1—1+"'+X—)\1+(X—)\2)m2+"'+7(X—)\2)+"'+7X—)\n

3. 51 Q = TTrey (X — )™ [T2 (X2 +5X +6)% avec v} — 46, < 0 alors il existe une unique famille de
réels * tels que :

P_ * n n * n *X + % n * X + % n *X + %
B X - (XX +a)f (XX )T X2y X+ O

Q (X —A)m

Preuve : Les deux premiers points découlent de la proposition 1.13, en réitérant le procédé pour chacun des poéles,
le point 3 est plus compliqué, il faut passer par les complexes, puis re-associer les poles complexes qui sont conjugués.

o1 _ 1 _ 1 __ 1
Exemple 1.6 D @T2? = T T @ioE  w
-~ xt o 1 16 16
GrnErer — ¢ 70 T T e T
_ 3 _ 1  x-1
(z+1)(z2+2) — x+1  2242°
9 _ 1 z—1 3z—3

(@) (@242)7 T ztl T 2242 (2242)2

Remarque 1.5 La décomposition en éléments simples de la fraction rationnelle irréductible £ comporte
exactement un nombre de constantes égale au degré de Q.

Q|

Méthode de décomposition en éléments simples (M1) :

1. Division euclidienne pour que le numérateur soit de degré strictement inférieur au dénominateur.
2. Ecrire la fraction sous forme décomposée en éléments simples avec des coefficients inconnus.
3. A Tlaide de différentes limites, trouver les différents coefficients inconnus.

(a) sia est un pole simple le coefficient de x—ia s’obtient en multipliant I’égalité précédente par
(x — a) est en faisant tendre x vers a.

b) si a est un pole d’ordre m le coefficient de —~ s’obtient en multipliant 1’égalité précédente
(z—a)
par (z —a)™ est en faisant tendre = vers a.

(c) En soustrayant le terme trouvé précédemment W, on retombe sur un pdle d’ordre m — 1.

(d) On peut utiliser les limites en I'infini, aprés avoir multiplié par un z* bien choisi.

(e) On peut écrire 'égalité pour un z fixé, bien choisi, réel ou complexe.

Université de Cergy Pontoise 9



Chapitre 2

Analyse

2.1 Fonctions numériques

2.1.1 Introduction

L’objectif de ce cours est simple, étant donnée une fonction f de R dans R, définie par une formule sur
I'ensemble de définition Dy, comment faire pour I'étudier et donner les grandes lignes de sa représentation
graphique %.

2.1.2 Limite

On rappelle rapidement la définition rigoureuse de la limite [ d’une fonction f en a.

Définition 12 lim f(z) =1 si

r—a

Ve >0,In>0,Vx € Dy, |z —a| <n=|f(zx) -1 <e

Proposition 2.1 Une fonction f a pour limite [ en a si et seulement si pour toute suite d’éléments de Dy,
(un)n qui tend vers a, la suite (f(un))n tend vers [.

On ne revient pas sur les autres définitions de limites et sur les régles usuelles de calculs de limites,
somme, produit, composée. On rappelle quelques limites classiques :

limy, 400 €° = 4o
lim, , oo €” =0
lim, 400 In(z) = +o0
lim, o In(z) = —0
limg g Sigz =1
limx_@ 1—;:(2)59[: %

On rappelle que
— en l'infini 'exponentielle de z 'emporte sur une puissance de z. En ce sens que :

li aBr li Bx
lim 2% lim e ( pour 5 #0)

— en 400 (ainsi qu’en 0) une puissance de z ’emporte sur Inz. En ce sens que :

limz®Inz = limz® ( pour a # 0)
+o0o +o0

Définition 13 Soit a € Dy, f est continue en a si lim, ., f(z) = f(a).
f est continue si elle est continue en tout point de Dy.

Théoréme 4 (dit des valeurs intermédiaires) Soit f : [a,b] — R une fonction continue, pour tout réel
w compris entre f(a) et f(b), il existe ¢ € [a,b] tel que f(c) = w.

10



2.1. FONCTIONS NUMERIQUES A Mizrahi

2.1.3 Dérivées
f(x) — f(a)

Définition 14 La fonction f est dérivable en a si la fonction définie par a une limite finie en

f@)~f@)

a, dans ce cas on note f'(a) = lim,_,

Remarque 2.1 Une interprétation en terme de corde de la courbe représentative % de f, nous donne que
si f est dérivable en a alors € a, au point (a, f(a)), une tangente d’équation

= f(a) + f(a)(z — a)
f'(a) est donc la pente de la tangente a la courbe représentative € de f en (a, f(a)).

Proposition 2.2 — Si f est dérivable en a alors il existe une fonction € qui tend vers en 0 en a et telle
que

f(z) = f(a) + f'(a)(z — a) + (z — a)e(x)
— Si il existe une fonction € qui tend vers 0 en a et un réel «a tels que
f(x) = fla) + a(z — a) + (z — a)e(z)

alors f est dérivable en a et f'(a) = a.

Proposition 2.3 Soient f, g et u des fonctions dérivables et a un réel, tels que les formules aient un sens :
L (f+9)=f+4
) =af

»JACOL\D
/-\/\/-\
&ﬁ
S,
**:
e
+
&ﬁ
b

fo u)’( ) = f’( (x)) x u/(x) on rappelle a ce propos que (f ou)(z) = f(u(z)).

Proposition 2.4 Quelques dérivées usuelles :

| @) [ ) ]
% ar® 1
T _ L
x 19[:2
\/E 2\/5
sinzx CcOS T
cosx —sinx
tanx 1+ tanz
er er
In|z| 1
: 1
arcsin x \/1_17
arccos x @
1arctan T 1+le
T
P arctan - 22z

Théoréme 5 (dit des accroissements finis) Soit f : [a,b] — R une fonction dérivable, il existe ¢ €]a,b]

tel que f'(c) = W.

Proposition 2.5 Soit f une fonction dérivable sur un intervalle [
1. f est croissante si et seulement si sa dérivée est positive.

2. f est décroissante si et seulement si sa dérivée est négative.

Université de Cergy Pontoise 11



2.1. FONCTIONS NUMERIQUES A Mizrahi

3. f est constante si et seulement si sa dérivée est nulle.
4. Si f’ est strictement positive alors f est strictement croissante.

5. Si f/ est strictement négative alors f est strictement décroissante.

Définition 15 Soit f une fonction définie sur un intervalle I, une fonction F' est une primitive de f si

F' = f.

Proposition 2.6 Soit f une fonction définie sur un intervalle I, et F' une primitive de f. Une fonction G
est une primitive de f si et seulement si il existe une constante C telle que F'= G + C.

2.1.4 Développements limités

Définition 16 Une fonction f est négligeable devant une fonction g au voisinage d’un point a si le rapport

% tend vers 0 lorsque z tend vers a. On note alors f = o(g).

Remarque 2.2 Cette définition n’est plus opérationnelle si la fonction g s’annule dans un voisinage de a
dans ce cas il est préférable de prendre comme définition, il existe une fonction € définie au voisinage de a,
qui tend vers 0 en a, et telle que Vz, f(z) = g(x)e(x), 1a encore cela revient a définir rigoureusement qu’au
voisinage de a, f est beaucoup plus petite que g.

Remarque 2.3 Au voisinage de 0 on a 2™ = o(z™) si et seulement si n > m. 22 = o(x) et x = o(1)

Définition 17 f posséde un développement limité en 0 d’ordre n (DL,) si il existe un polynéme P(x) =
ap + a1z + ... + ayz™ de degré inférieur ou égale a n et une fonction o(z™) tels que :

f(x)=P(z)+o(x") =ap+ arx+ ...+ apx" + o(z")
ap + a1x + ...+ a,z™ est appelé partie principale du DL,

Exemple 2.1 f(x) = x+/x, posséde un DL; en 0 dont la partie principale est nulle, mais ne posséde pas de
DL,.

Proposition 2.7 (formule de Taylor) Si f est n fois dérivable en a alors au voisinage de a on a :
1 1 1
f@) = f(a) + f(a)(x = a) + 5 f(a) (@ — @) + M QICE a)’ + .. + ﬁf(")(a)(x —a)" +o((x —a)")

Proposition 2.8 On rappelle ici des développements limités classiques au voisinage de 0 :

1. sin(z) = o — §2® + g2° + ..+ (=1)" (ZHL)!;EQ”H + o(z?1?)

ccos(z) =1—La? + Lot + .+ (—1)71(2}1)!.%2” + o(z? 1)

2
3. e =1+z+ 42% + F23 + ..+ La" + o(a")
4. = =1+z+22+2°+ ..+ 2"+ o(a")

5. In(1+z)=z—422+ 33+ 4 %x” + o(z™)

6. (1+2)*=1+az+ gala—1)2? + %a(a — (e — 2)z3 + o(x?)
Proposition 2.9 Soient f et g deux fonctions admettant un DL, en 0, notons Py la partie principale du
DL,, de f et P, celle de g.

1. f+ g posséde un DL;, dont la partie principale est Py + P,.

2. fg posséde un DL, dont la partie principale est obtenue en ne gardant du polynéme PyP,; que les
termes de degré inférieur ou égal a n.

3. Si f(0) = 0, alors go f posséde un DL, dont la partie principale est obtenue en ne gardant du polynéme
P, o Py que les termes de degré inférieur ou égal a n.

On fera bien attention au fait que dans le cas général pour obtenir un DL de degré n il faut partir de
polynémes de degré n.
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2.1. FONCTIONS NUMERIQUES A Mizrahi

2.1.5 Equivalents

Définition 18 Soient f et g deux fonctions définies au voisinage de a, f et g sont équivalentes en a si

f(x)

lim ——= = 1. On note alors f(z) ~ g(x) en a.
tim (&) ~ g(a)

Proposition 2.10 En un point a.
L f(z) ~g(z) & g(z) ~ f(2).
2. Si f(z) ~g(z) et g(z) ~ h(z ) alors f(z) ~ h(x).
3. Si f(z) ~ g(z) alors ﬁ g(x)
4. 5i fi(x) ~ gi(x) et fa(x) ~ ga(x) alors fi(z)fa(x) ~ g1(x)g2(x)
5. Attention Si fi(x) ~ g1(x) et fa(xz) ~ ga(x) alors en général fi(x) + fa(x) # g1(z) + g2(x)

Proposition 2.11 1. Si f est continue et f(0) # 0, alors f(z) ~ f(0) en 0.
2. Si f est dérivable, f(0) =0 et f/(0) # 0 alors f(z) ~ f'(0)z en 0.
3. Si f est deux fois dérivable, f(0) =0, f/(0) =0 et f”(0) # 0 alors f(z) ~ 5 f”(0)z* en 0.

Remarque 2.4 On obtient des équivalents simples en prenant le premier terme non nul d’un développement
limité.

Proposition 2.12 Des équivalents usuels en 0 :

m(l+a)~a|Vito—1~ga[sina~a][e®” —1~a|1—cosz~ 527 |

2.1.6 Convexité

Définition 19 Nous avons vu que f’(a) était le coefficient directeur de la tangente au point (a, f(a)), si ce
coefficient directeur augmente lorsque a augmente on dit que f est convexe , si il diminue lorsque a augmente
on dit que f est concave . Si sur un intervalle [a,b], f est convexe et sur [b,c|, f est concave alors on dit
que f change de convexité en b, et que b est un point d’inflexion de f. De méme si I’on passe de concave a
convexe.

Proposition 2.13 Si f est deux fois dérivable.
— f est convexe ssi f” > 0.
— f est concave ssi f” <0.
— a est un point d’inflexion ssi f”(a) = 0 et f” change de signe en a.

2.1.7 Branches infinies

Définition 20 1. Silim,_,, f(z) = oo, on dit que € posséde une asymptote verticale en a, d’équation

T = a.
2. Silimg— 400 @ = +00, on dit que ¥ posséde une branche parabolique verticale en 4oc0.
3. Si il existe un réel a tel que limg—, 4o @ = a, trois cas sont possibles :

(a) silim f(x) — ax = b € R, alors € posséde une asymptote en +oo, d’équation y = ax + b.
(b) silim f(z) — ax = +o00, alors € posséde une branche parabolique de direction y = ax.

(c) si f(z) — ax n’a pas de limite, alors ¢ posséde une direction asymptotique de direction y = ax.

2.1.8 Fonction circulaires réciproques

La fonction tangente est strictement croissante de | — 7; %[ dans R, continue. Elle posséde donc une
fonction réciproque que l'on appelle arctangente , on remarque que ce n’est pas la réciproque de la fonction

tangente mais la réciproque de la fonction tangente restreinte a | — 7; Z[. On a donc

Vo € R, tan arctanr = x
Vz €] — 5; 5[, arctantanz = x

Université de Cergy Pontoise 13



2.2. INTEGRATION A Mizrahi

On admet que la fonction ainsi définie est dérivable, on peut alors dériver I’égalité Vo € R, tanarctanz =
x qui nous donne Vo € R, (1 + tan? arctan z)(arctan’ z) = 1, d’ou 'on déduit que

1
14 22

Vo € R, arctan’z =

Exemple 2.2 arctan(tan(Z)) = —

B

Proposition 2.14 Si z > 0, le complexe x + iy a pour argument arctan %

Proposition 2.15 Si z # 0, on a la relation arctanz + arctan 1 = Zsigne(z).

De méme la fonction cosinus restreinte a [0, 7] est strictement décroissante, on appelle arccosinus sa
réciproque. La fonction sinus restreinte a [—7; §] est strictement croissante, on appelle arcsinus sa réciproque.
On peut montrer que :

Vo €] —1,1[, arccos’ r = ———
Vo €] —1,1[, arcsin’x =

Quelques fonctions classiques :

Fonction exponentielle Fonction logarithme Fonction ch Fonction sh

Fonction tangente Fonction arctangente Fonction arcsinus Fonction arccosinus

2.2 Intégration

2.2.1 Généralités

Définition 21 Pour une fonction positive, on peut définir, I'intégrale de a a b (a < b) comme étant 'aire
se trouvant sous la courbe on note cette intégrale f; f(t) dt, ensuite on peut définir I'intégrale de fonctions
négatives ou qui changent de signes en considérant f*(x) = max(f(z),0) et f~(x) = —min(f(x),0), on a
alors f = fT—f~ ou f* et f~ sont des fonctions positives, on pose alors fab f(t)dt = fab It dt—f; f(t)de.
Pour terminer si @ > b, on pose ff f@)dt =— [ f(t)dt.

Remarque 2.5 A partir de 14 on peut voir un grand nombre de propriétés vues au lycée comme
~ Chasles : [" f(t)dt = [ f(t)dt + 7 f(£) dt.
~ La linéarité : [V f(t) + Ag(t)dt = [ f(t)dt + A [P g(¢) dt.
— La croissance : Sia <bet f < g alors fab ft)dt < fabg(t) dt.
— Dou:Sia<bet f <M alors f:f(t)dt < M(b—a).

/:fmdt] < [l

Université de Cergy Pontoise 14
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Théoréme 6 (dit théoréme fondamental de ’analyse ) Si f est continue, alors la fonction F définie

par :
- / " r) dt

est dérivable de dérivée f. Il s’ensuit que toute fonction continue posséde une primitive.

Remarque 2.6 Notation abusive, lorsque I'on note une intégrale sans borne, on veut noter une primitive
quelconque de la fonction par exemple : [ t3dt représente une primitive de la fonction cube ainsi on a

[t3dt = 1t' + K.
2.2.2 Meéthodes d’intégration
Proposition 2.17 Si F est une primitive de f alors f; f(t)dt = F(b) — F(a).

Théoréme 7 Intégration par partie :
Soient u et v deux fonctions de classe C* sur [a;b] :

Preuve : On sait que (uv)’(t) = v/ (t)v(t) + u(t)v'(t). On intégre cette égalité entre a et b.

b b b
/(uv)’(t)dt:/ u'(t)v(t)dt+/ u(t)v'(t) dt

or ff (uv)’(t) dt = [u(t)v(t)]:=5. D’ou le résultat en retranchant le dernier terme de ’égalité des deux cotés de I'égalité.

Exemple 2.3 [/ zcoszdx = [zsinz]f — [ sinzdz = [cos z]j = —2
Une IPP permet de trouver facﬂement une primitive de la fonction logarithme népérien, ainsi que de la
fonction arctangente.

Théoréme 8 Changement de variable :
Soit u : [a,b] — [c,d] une fonction de classe C, et f une fonction continue sur [c;d], alors

b u(b)
w(t) () dt = w) du
lf(ﬁ)() A@f()

Preuve : Posons H(x) = ;f u(t))u'(t)dt; F(x) = fj(a) f(t)dt et ¢ = H — F o u. Calculons la dérivée de g,
g (t) = flu@®)u'(t) — F'(u(t)u'(t) =0, de plus g(a) = 0 donc g est la fonction nulle donc

b u(b)
@=0=/med@®—/Uf@&

Remarque 2.7 Souvent on utilise le théoréme de changement de variable a l'envers : dans l'intégrale
-1
fab f(x)dz on pose z = h(t) et dz = h/(t) dt on obtient alors f,il_l((;)) f(h(t))R (t) dt. Cest-a-dire que l'on a

appliqué le théoréme précédent avec u = h™!, on a donc besoin d’avoir h bijective et h~! dérivable.

1 T
/601;5
0 1+€2I
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2.2.3 Fonctions complexes

Soit f une fonction de R dans C, notons f; sa partie réelle et fo sa partie imaginaire, on a alors f(t) =
f1(t) + ifa(t), par définition la dérivée de f est

F1(8) = f1(t) +if5(t)

de méme on définit 'intégrale d’une fonction complexe par

/abf(t)dt— /abfi(t)dt—i-i/abe(t)dt

Remarque 2.8 Ces définitions nous permettent d’avoir encore le théoréme fondamental de 'analyse, (théo-
réme 6) pour les fonctions complexes.

Proposition 2.18 Soit g(t) = e/® alors ¢'(t) = f'(t)e/®.

Preuve : Attention ce n’est pas immédiat du tout, il faut revenir a la définition de I’exponentielle complexe

g(t) = ef® = 1(V) (COS (f2(t)) +isin (fg(t)))

Il reste ensuite a dériver la partie réelle et la partie imaginaire et a retrouver la formule voulue.

Exemple 2.5 Trouver une primitive de e* sin .
Je*sinzdr = [TIm(e*e®)dx
= Im (f e* et dz)
= Zm( i (eHr 4 C)
— Im( ( (2+z)x) + C
= (2008x+81na:)+0

2.2.4 Linéarisation

Lorsqu’on doit intégrer une fonction qui est un polynoéme en les fonctions sinus et cosinus, & part certain
cas trés simples, on peut linéariser l'expression, c’est a dire faire des opérations trigonométrique pour se
ramener & des sommes de sinus et de cosinus.

Exemple 2.6 Linéariser (cosz)?(sinz)?.

(cosx)?(sinx)? = ( (cos(2x) + 1))(%(1 — cos(2x)))
= i( (COS2ZL‘> )
= (1= (5(cos(4x) +1)))
= (1 —cosdx)

Exemple 2.7 Déterminer les primitives de cos®(z).
Utilisons un peu les complexes,

(eiz _i_efix))S

631':5 _|_3eix 4 36—ia: 4 6—31':5)
eBix + 6—31':(3 —{—36” + 3e—ix)
2cos3x + 6cosx)

cos 3z + 3 cos x)

—~
=

W[ 00| 00| 00|
~ e~~~ N

cos®(z) =

finalement [ cos®(z)dz = [ %(cos3z + 3cosz)dz = L (sin3z + 9sinz) + C

2.2.5 Intégration des fractions rationnelles

Exemple 2.8 Déterminer les primitives de %
i 2t11ttf4 dt = | (2t2+2tﬁ)1(t—1) =[24+2+3+ L dt=234+2+3t—Inft—1/+C

Meéthode d’intégration des fractions rationnelles (M2)

1. Décomposer la fraction rationnelle en éléments simples.
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2. Intégrer les différents éléments simples :
a) fﬁdtzln|t—a|—|—K.

(b) S = a)m dt = (t—a%mfl + K pour m > 1.
2i+ 2t+b 2 b
f tubtic f bz T t2+bt+c dt =In(t* 4+ bt + ¢) + f m dt. Or cette derniére

intégrale n’est rien d’autre qu’une arctangente.

d) [ i tzfé;fc)m dt. Le calcul pour ces éléments simples 1a est plus difficile & effectuer, on peut les

calculer en se ramenant & des intégrales du type [ 0 dt que 'on peut calculer a I'aide d’IPP.

1+t2)m

Exemple 2.9

/ v’ d / L 4 / ! d
x x — — dx
34+ 222 —x—2 2t + x® + 223 +

Université de Cergy Pontoise 17



Chapitre 3

Calcul matriciel

3.1 Introduction

L’objectif de ce chapitre, est de se familiariser avec le calcul matriciel, pour cela on commence par un
peu d’algébre linéaire, 1a encore on se dépéche, on n’approfondit pas les notions. On va travailler sur des
ensembles de vecteurs, appelé espace vectoriel, on peut additionner et multiplier par un réel ces vecteurs,
dans ce cours les vecteurs sont notés avec une fleche : . On ne donne pas de définitions rigoureuses, on
cherche a donner une idée intuitive de ces objets. Dans la suite F désigne un espace vectoriel. L’objectif de
ce chapitre est clair, bien maitriser les bases du calcul matriciel, le passage par les applications linéaires rend
les choses un peu plus compliquées mais permet d’avoir une théorie intrinséque.

3.2 Espaces vectoriels et applications linéaires

On peut donner quelques exemples d’espaces vectoriels

— R?, R3, et plus généralement R”.

- C.

— L’ensemble des suites réelles.

— L’ensemble des fonctions de R dans R.

— L’ensemble des polyndémes.

— L’ensemble des fonctions dérivables de R dans R.

Et bientét 'ensemble des matrices de mémes dimensions.

Dans tout le début de ce cours il semble trés important de comprendre les différentes définitions dans le
cas longuement étudié au lycée du plan.

3.2.1 Définitions

Définition 22 — Une partie non vide H de E est un sous espace vectoriel si la somme de deux vecteurs
quelconques de H appartient & H et le produit d’un vecteur de H par un réel quelconque appartient
encore & H. (un SEV est un espace vectoriel).

VU, veH Uu+veH
Va e RVUW € H, auw € H

. . .. —_— — — 27 2 — <
— On appelle combinaison linéaire des vecteurs eg, es, ...., €, les éléments de la forme Z?Zl k;e; ou les k;
sont des réels quelconques.
. . .. Lo — — L. g
— On appelle combinaison linéaire dégénérée des vecteurs ej, es, ...., €, le vecteur nul écrit ainsi 0 =
n —
> ke 0€i.

. — —> — . P BN
— Une suite de vecteurs (e7;eg;....e,) de E est une base de FE si tout vecteur de E s’écrit de maniére
: P s, - — =
unique comme combinaison linéaire des ej;es)....e, :

— — — — —
Vu ai;ag;...an) €ER™; W =are] +ages + ... + aney,
— — =
eCp).

. . . . . , 2 —
les coefficients (ai,aq,...,a,) ainsi définis sont appelés coordonnées de u dans la base (e71;€g}....e;,
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3.2. ESPACES VECTORIELS ET APPLICATIONS LINEAIRES A Mizrahi

. — — = . . .. e, e e
— Une suite de vecteurs (€7; €3:....€,) de E est libre si la seule combinaison linéaire des (e71; €35....€,,) égale

au vecteur nul est la combinaison linéaire dégénérée :
— — —
V(ay;ag;...an); are] + ages + ...+ ane, =0 = a1 = az = ...a, =0

— On appelle sous espace vectoriel (SEV) engendré par la famille de vecteurs (e1; €2'....ex ) 'ensemble des
combinaisons linéaires de ces vecteurs :

k

— = — —

vect(€7; €g;....e5) = { E a;ei;Vay;ag;...;a € ]R}
=0

Proposition 3.1 (admise) Si E posséde une base a n éléments alors toutes les bases de E possédent exac-
tement n éléments. On dit alors que E est de dimension n.

Si E est de dimension n et (7; €3;....6,) est une famille libre alors (e7; €3'....6,) est une base de E.

Si E est de dimension n et vect(e1;es;....; €,) = E alors (e71;e3’....€,,) est une base de E.

Si E est de dimension n et (e7;e3'....ex) est une famille libre, alors il existe (€541;....e5) tel que (e71; €2'....ex,
soit une base de E.
Soient H et K deux sous espaces vectoriels si H C K et dim H = dim K alors H = K.

Exemple 3.1 Si un plan contient un autre plan alors les deux plans sont confondus, si une droite contient
une droite alors les deux droites sont confondues.

3.2.2 Applications linéaires

Définition 23 Une application f est linéaire si

v, f(T
c

Définition 24 Soit f une application linéaire on définit le noyau de f et I’ image de f par
ker(f) = {|f() =0}
im(f) = {3, f(u) ="}
Exemple 3.2 Si f(z,y) = x + 2y alors ker(f) est la droite d’équation = + 2y = 0 et imf = R.

Exemple 3.3 La droite de R? d’é¢quation 3z + 2y = 0 est donc le noyau de I'application f(z,y) = 3z + 2y
mais c’est aussi 'image de I'application g(t) = (¢, —3¢).

Proposition 3.2 Si f est une application linéaire alors ker(f) et im(f) sont des SEV.

Théoréme 9 dit théoréme du rang
Soit f: E — F une application linéaire, on a la relation suivante :

dim(E) = dim(ker(f)) + dim(im(f))

Preuve : Soit (e1; €3;...;ex) une base de kerf et (exr1;...;e,) tel que (e1;€z;...;e,) soit une base de E. imf est
engendré par (f(€rs1);---; f(en)) et on montre que la famille est libre.

Proposition 3.3 Une application linéaire est entiérement déterminée par I'image d’une base.

Preuve : Soit (e_f; ...;€y) une base de E, tout vecteur u de E s’écrit dans cette base de facon unique : uw = > a;e;
donc f(W) =Y, a;f(e;) qui ne dépend que des f(e;) images des vecteurs de la base.
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3.3 Matrices

3.3.1 Introduction

— = —
Exemple dans R? d'une application linéaire f, B = (e1;e2; e3) et B = (¢€]; €5; €3) deux bases. Supposons
— — —
— / / /
f(e1) = ai1€] +az1€5 + as el
1k it — / e -
que Lou al f(e2) = a12€}) + azpey + aseq
— e e -
f(eg) = a1,3€] + a2,3€9 + as3és
Soit @ un vecteur de coordonnées (u1,us,u3) dans B, alors

f(W) = f(urer + uses + uges) = ur f(e1) + uaf(es) +usf(es)

En remplacant f(€;), on obtient

— — —
f(ﬂ)) = (a11u1 + a1 2uz + a1,3u3)€'1 + (ag,1u1 + azpus + a2,3u3)€’2 + (as,1uz + aspus + a3,3U3)€§

U U1
. . L — .
Si on note U = [ us | la matrice des coordonnées d’'un vecteur « dans la base B, V = | vo | la matrices
us U3

des coordonnées dans la base B’ de f(u') et M la matrice dont les colonnes sont les coordonnées de f(e;)
dans la base B’, on peut définir MU de sorte que :

ai,1u1 + ai2u2 + a1 3us a1 012 0a13 U
V = | ag1u1 +agous +assug | , M = a1 a2 as3| et U = [u
as,1u1 + as2u2 + a3 3us as,1 032 033 u3

Nous avons la relation v = f (7), que l'on va écrire matriciellement V = MU.

3.3.2 Matrice d’application linéaire

Définition 25 — On appelle matrice & p lignes et ¢ colonnes un tableau de valeurs & p lignes et ¢
colonnes. On note M, 4(R) I'ensemble de ces matrices. On notera M = (M; ;);; pour indiquer que le
coefficient placé & la iéme ligne et & la jéme colonne de la matrice M est le nombre M; ;.

— On appelle matrice de f relativement aux bases B = {ey;...;e,} et B, la matrice dont les colonnes
sont les coordonnées des f(e;) dans la base B’. Si B = B’ on dit juste que M est la matrice de f dans
la base B.

Proposition 3.4 Soit f une application linéaire de matrice M relativement aux bases B et B’. Si X est la
matrice colonne du vecteur @ dans B et Y est la matrice colonne du vecteur f(w) dans B’ alors on a la
relation trés importante suivante :

Y=MX

Définition 26 Soit M une matrice & p lignes et g colonnes et N une matrice a ¢ lignes et r colonnes on
définit la matrice produit & p lignes et r colonnes par :

q
MN = (> M;;Ni ;)i
k=1

Exemple 3.4 Pour se rappeler facilement comment effectuer le produit, on peut positionner les deux ma-

trices comme suit :
5 7
(s 1)
1 2 5+12 T7+16
<3 4) <15 +24 21+ 32>
(1 2 5 7 17 23
On a donc le produit (3 4> <6 8) = <39 53)
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1 2 -5 1 9 1
Exemple 3.5 <3 4>< 7 O>_<13 3>
Proposition 3.5 Si M est la matrice de f relativement aux bases B et B’ et N est la matrice de g relati-
vement aux bases B’ et B” alors M N est la matrice de f o g relativement aux bases B et B”

Définition 27 Soit deux matrices M et N ayant les méme dimensions alors on définit la somme M + N de
ces deux matrices par la somme des coefficients de méme place, ainsi que le produit d’une matrice par un
réel A par :

M+ N = (M + Nij)i,

Proposition 3.6 Si M est la matrice de f dans une base B et N est la matrice de g dans B alors M + N
est la matrice de f 4 g dans B et AM est la matrice de A\f dans B .

1 2 -3 3 1,2 0 4 3,2 -3
Exemple3.6 [ 2 1 -2 |+ 0 1 0|=|2 2 -2
0 —12 V5 0 1 0 0 —11 5
4 3,2 -3 8 6,4 —6
212 2 -2 ]=4 4 —4

0 —11 5 0 —22 25

Proposition 3.7 1. La matrice de l'identité est dans n’importe quelle base une matrice carré avec des
1 sur la diagonale et des 0 ailleurs. Dans la suite on notera I cette matrice, et on 'appelera matrice
unité ou matrice identité .

2. Pour toute matrice X ayant n lignes IX = X
3. Pour toute matrice X ayant n colonnes X1 = X

4. M, N, (@ ayant des dimensions telles que leur produit est défini alors (M N)Q = M (NQ) et on le note
alors MNQ.

5. M(N+Q)=MN + MQ
M(AN) = A(MN)
7. En général MN # NM
Preuve : 1) f(e1) = ey donc les coordonnées de f(eq) dans la base (e1, e2; e3) sont (1;0;0) celles de f(ez) sont (0;1;0)
etc...
2) Cela revient & composer avec l'identité

)
4) Cela vient de la composition des applications (f o g)oh = fo(goh) car (fog)(h(z)) = f(g(h(z))).
5) et 6) Cela vient juste du fait que les applications sont linéaires : f(g(z) + h(z)) = f(g(x)) + f(h(x)).

0 1 1 2 3 4 2 1 1 2 0 1
Exemple 3.7 <1 0)(3 4)‘(1 2)*(4 3)‘(3 4)(1 0)
Définition 28 On appelle rang d’une matrice la dimension de I'espace engendré par ses vecteurs colonnes.

Proposition 3.8 Soit f une application linéaire de matrice M relativement & deux bases, alors le rang de
M est égale a la dimension de I'image de f.

3.3.3 Matrice inverse

Rappel : on dit qu’'une application f est bijective si elle posséde une réciproque, c’est a dire une fonction
g telle que fog=1Idet go f = Idou Id représente 'application identité. Par exemple la fonction z — 3
est bijective de R dans R alors que f : 2 — 2 n’est pas bijective de R dans R car (—2)% = 22, donc f ne
peut pas avoir de réciproque (par contre si I'on restreint f de RT dans RY elle est bijective de réciproque

V)
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Proposition 3.9 f = E — F une application linéaire est bijective ssi 'image d’une base est une base. Dans
ce cas sa réciproque f~! est aussi linéaire. En particulier une base de E et une base de F doivent avoir le
méme nombre d’éléments.

Si dimE = dim F et fog = Id alors f est bijective et f~! = g.

Preuve : a voir.
Définition 29 Une matrice est dite carrée si son nombre de lignes et son nombre de colonnes sont égaux.

Définition 30 Soit M une matrice carrée, M est inversible si il existe une matrice carrée N telle que
MN = I, dans ce cas on note M ! la matrice N, inverse de la matrice M.

Proposition 3.10 Soient M et N deux matrices carrées si MN = I alors NM = 1.

Proposition 3.11 Soit f une application linéaire, M sa matrice relativement a des bases B et B, f est
bijective ssi M est inversible, et dans ce cas la matrice de f~! relativement aux bases B’ et B est M 1.

Preuve : Si f est bijective notons N la matrice de f~!, on a fo f~' = id, ce qui s’écrit matriciellement M N = I.
Réciproquement, en posant g l’application linéaire ayant comme matrice M ~! relativement aux bases B’ et B, on a
fog=1Id.

Proposition 3.12 Soit f une application linéaire M sa matrice relativement a des bases B et B'. M est
inversible d’inverse N si et seulement si pour toutes matrices colonnes X et Y :

Y=MX<+= X =NY

Preuve : Ceci est une conséquence immédiate de la proposition 3.11, mais comme nous allons utiliser souvent ce
résultat, redémontrons le. Si N = M1, Y = M X entraine M~'Y = M~ 'MX d'oa MY = X.

Si pour toutes matrices colonnes X et Y : Y = M X <= X = NY. Soit X une matrice colonne, posons ¥ = M X
on a alors X = NM X, pour toute matrice colonne X, donc pour toute colonne X on a (NM — I)X = 0, en prenant
pour X une colonne avec des 0 partout et un 1 a la iéme ligne (NM — I)X est égale a la iéme colonne de (NM — I)
qui est donc nulle. Finalement toutes les colonnes de (NM — I') sont nulles, donc NM = I.

Remarque 3.1 Inverser une matrice revient donc a résoudre le systéme, Y = M X, avec X et Y quelconques,
la matrice est inversible ssi ce systéme a toujours une unique solution

1
3 5

1 2 x x r+2y=1a x = —52" + 2y -5 2 x
(3 5><y>:<y’>(:>{3x+5y=y’ <:){ y =32~y <:>( 3 —1><y’>:
(e (32) =(32)

y 3 5 3 —1

Théoréme 10 Soient M et N deux matrices inversibles alors le produit M N est inversible et (MN)~! =
N-tMm—t

Exemple 3.8 montrer que la matrice M = < > est inversible et calculer son inverse.

Preuve : (MN)N'M~' = MNN-'M-'=MM-'=1
3.3.4 Meéthode du pivot de Gauss.
Soit S un systéme de n équations linéaires & p inconnues,

Définition 31 On appelle opération élémentaire sur un systéme, le fait d’échanger deux lignes, de multiplier
une ligne par un réel non nul, ou d’ajouter & une ligne le multiple d’une autre.

Proposition 3.13 Le fait de faire une opération élémentaire sur un systéme ne modifie pas les solutions du
systéme.

Remarque 3.2 Il faut faire bien attention & ne faire qu’une opération élémentaire a la fois.
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Méthode du pivot de Gauss (M3) :

1. On échange les lignes de telle sorte que le coefficient en 1, dans la premiére ligne soit non nul. C’est
notre pivot.

2. On soustrait a la deuxiéme ligne un multiple de la premiére ligne de tel sorte que le coefficient en x;
de la deuxiéme ligne soit nul.

3. On soustrait & la troisiéme ligne un multiple de la premiére ligne de tel sorte que le coefficient en z1
de la troisiéme ligne soit nul. On recommence avec les lignes suivantes.

4. On échange les lignes de 2 & n de telle sorte que le coefficient en x5, dans la deuxiéme ligne soit non
nul.

5. On soustrait a la troisiéme ligne un multiple de la deuxiéme ligne de tel sorte que le coefficient en x-
de la troisiéme ligne soit nul. On recommence avec les lignes suivantes.

6. On continue avec les autres variables, si pour une variable tous les coefficients sont nuls, on passe a la
variable suivante et on regarde cette variable comme un paramétre. On trouve a la fin un systéme
triangulaire, il suffit alors de 'remonter’ :

201 + 2x9 4+ a3 = 2
Exemple 3.9 Résoudre r1 + 229 + x2z3 = 1
rT — 2x9 4+ 223 = 3
2¢1 4+ 229 + x3 = 2 2r1 + 219 + x3 = 2
Ty + 229 + x3 = 1 <— T9 + %.733 = 0
r1T — 29 + 223 = 3 —3xe + %Cﬂg = 2
2¢7 + 29 + x3 = 2 r3 = %
— Ty + tz3 = 0 <= xo=—%
3%3 = 2 xr1 — %
201 + 219 + w13 = 2
Exemple 3.10 Résoudre r1 + 220 4+ x3 = 1
T — QIQ — I3 = 1
201 + 2290 4+ x3 = 2 201 + 2x9 4+ x3 = 2
1T + 229 4+ x3 = 1 <= X9 + l1'3 = 0
I — 21‘2 — I3 = 1 —3332 — 55173 =0
2361 + 2.%'2 + T3 = 2 1 1
1 _ T2 = —373 Ty = —373
r2 + opws = 0 {x = 12— 229 — x3) {x =1
v+ Loy o= 0 1=5(2 =20 - 1=

Les solutions sont (1,0,0) + R(0, 3, —1).

3.3.5 Matrice de passage

Définition 32 On appelle matrice de passage de la base B a la base B, la matrice Pg_,5 matrice de I'identité
associé aux bases B’ et B. Ses colonnes sont les coordonnées des éléments de B’ dans la base B.

Proposition 3.14 Si X est la matrice colonnes du vecteur @ dans B et X' est la matrice colonnes du
vecteur w dans B’ alors on a la relation trés importante suivante :

X =P X'

Proposition 3.15 Soient B et B’ deux bases d’un méme espace, la matrice de passage de B a B’ est inversible
et son inverse est la matrice de passage de B’ a B, en effet

VX, PgpPg_pX =X

Pour inverser une matrice on est donc amené a résoudre un systéme d’équations linéaires, voyons une
méthode simple et efficace de résolution :
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3.3.6 Matrices d’applications linéaires et changement de bases

Proposition 3.16 f une application linéaire de matrice Mp relativement a la base B (c’est-a-dire relative-
ment aux bases B et ). La matrice de f dans une base B’ est Mg = Pg_gMpPs_p

Preuve : Il suffit de remarquer que Pg/_,5 est la matrice de 'identité relativement aux bases B’ et B et d’appliquer
la proposition 3.5.

On peut aussi remontrer ce résultat directement, soit X la matrice des coordonnées de @ dans B, X’ la matrice des
coordonnées de @ dans B, Y la matrice des coordonnées de f(w) dans B et Y’ la matrice des coordonnées de f ()

dans B’. On a les relations Y = MgX, Y’ = Mg X', Mg, X = Pg_g X', et Y = Pg_gY, donc pour toutes les
matrices X on a
MB/X/ = PB/_,BMBPB_,B/X/

Or ceci étant vrai pour toutes les matrices colonnes X', les colonnes des deux matrices sont égales, et les matrices sont
donc égales.

3.4 Déterminant

3.4.1 Cas de la dimension deux

Soit OAC B un parallélogramme direct du plan on cherche a calculer son aire en fonction de coordonnées
des points A et B dans un repére orthonormal direct de centre O. On fixe les notations suivantes :

A(a,b); B(c;d); Cla+c,b+d); D(c,0); E(a+c,b)
avec a,b,c,d > 0, il est conseillé de faire un dessin, on a
aire(OACB) + aire(ODEA) + aire(AEC) = aire(ODB) + aire(DECB)
or aire(AEC) = aire(ODB), aire(ODEA) = be et aire(DECB) = ad donc finalement
aire(OACB) = ad — bc

On remarque que la formule devient bc — ad dans le cas ou OACB est indirect. La grandeur ad — bc nous
donne 'aire du parallélogramme et son sens . On remarque aussi que cette grandeur est nulle si et seulement
si le parallélogramme est plat c’est & dire si les deux vecteurs sont colinéaires.

Définition 33 Le déterminant dans la base B de deux vecteurs u et @ de R? de coordonnées (a, b) et (c, d)

= ad — be.

dans la base B est

a c
b d
a c

b d > et on le note alors det(M).

Cette quantité est aussi appelé le déterminant de la matrice M = (

Remarque 3.3 On peut alors montrer que det(MN) = det(M) det(N) et alors
det(PM’'P~Y) = det(P) det(M) det(P~) = det(PP~ 1) det(M) = det(M)

si f est une application linéaire de matrice M dans une base, son déterminant ne dépend pas du choix de la
base on peut considérer que c’est le déterminant de f. det(f) = ad — be.

Remarque 3.4 Dans le cas d’une application linéaire f, si S est une surface d’aire A alors f(S) est d’aire
| det(f)|aire(S), le déterminant est au signe prés un coefficient d’accroissement des aires.

Proposition 3.17 On peut remarquer certaines propriétés du déterminant & deux lignes et deux colonnes,
qui seront encore vrai en dimension quelconque :

1. Le déterminant est linéaire par rapport a chacune des colonnes.

2. Le déterminant est linéaire par rapport a chacune des lignes.

3. Sil'on échange deux lignes alors le déterminant change juste de signe.
4

. Si deux vecteurs colonnes sont colinéaires le déterminant est nul.

Université de Cergy Pontoise 24



3.4. DETERMINANT A.Mizrahi

3.4.2 Cas général déterminant & n lignes et n colonnes

L’idée est de définir une notion de "I’hyper volume" d’un "hyper parallélépipéde" en dimension n, malheu-
reusement malgré 'idée simple qui permet de définir le déterminant, a définir rigoureusement c’est compliqué
et les propriétés de ce déterminant sont assez difficiles & démontrer. C’est pourquoi nous ne les démontrerons
pas toutes.

Définition 34 (existence et unicité admises) Il existe une unique application définie sur I’ensemble des
matrices a n lignes et n colonnes et & valeurs dans R appelé déterminant qui a les propriétés suivantes :

1. linéarité par rapport a chacune des colonnes.

2. lorsque deux colonnes sont égales le déterminant est nul.

3. det(I) =1
Remarque 3.5 Ce sont des propriétés qui semblent tout & fait raisonnable pour définir un hyper-volume.

Proposition 3.18 Le déterminant a les propriétés suivantes :

1. Le déterminant reste inchangé lorsque 1’on ajoute & une colonne le multiple d’'une autre colonne.

2. Lorsque 'on échange la place de deux colonnes le déterminant est multiplié par -1.
Preuve : notons C,...,C, les colonnes de M et ajoutons X fois la colonne C; & la colonne C; , det(Ci...C; +
ACj...Cp) =det(Cy...C;...Ch)+Adet(Cy ... C; ... Cy) mais ce dernier déterminant est nul car il posséde deux fois

la colonne Cj.
Pour la deuxiéme proposition il suffit de développer le déterminant det(Cy...C; +C;...C; +C;...C,) = 0.

Exemple 3.11 Montrons que l'on retrouve bien la définition de la dimension 2. Je suppose par exemple

a#0:
a c| |a c—za| |a 0 adbe| @ O  qape| @a=0b O g4l a O B
b od| |b d—tb| | b edtbe abl‘_ab1b1_001_(adbc)
ad — be

Définition 35 Soit M une matrice carrée on définit ]% comme étant la matrice M a laquelle on a supprimé
la ligne i et la colonne j. On note M; ; le cofacteur de place (4,7) défini par M; ; = (—1)"" det(M; ;), et la
comatrice de M, définie par M = (M; ;)i ;.

Remarque 3.6 On a donc une régle des signe que ’on peut représenter par la matrice de signe

+ - + -
-+ - +
_|_ —
Exemple 3.12 Si M = ; ? :g alors M | = 1o =2 ot Miq = — 2 2
p : - ) 1,1 = —12 \/5 1,2 — 0 \/g

0 —12 5

Proposition 3.19 1. Le déterminant d’une matrice est nulle si et seulement si ses colonnes ne forment
pas une base de R".

2. Le déterminant du produit de deux matrices carrées est égal au produit des déterminants des deux
matrices.

det(AB) = det(A) det(B)

3. Développement par rapport & une colonne j :

det(M) = Z Mi,jm

i
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4. Développement par rapport & une ligne i :

det(M) = Z M@j]/\f:j
J

5. Le produit d’une matrice par la transposée de sa comatrice est au déterminant prét égal a la matrice
identité.
MM = det(M)I
6. Une matrice est inversible si et seulement si son déterminant est non nul.

7. Le déterminant d’une matrice triangulaire est égal au produit des termes diagonaux.

8. Le déterminant d’une matrice est égale au déterminant de sa transposée, en particulier les propriétés
qui sont vrai sur les colonnes le sont aussi sur les lignes.

9. Déterminant défini par bloc, si M est une matrice définie a I’aide de trois petites matrices telles que A

A B
0 C‘—detAdetC

et C sont carrées alors

Preuve : 1)Si les colonnes de M ne forment pas une base il existe une combinaison linéaire non dégénérée qui est nulle
par des opérations sur les colonnes, on se raméne a une colonne de 0, puis par linéarité on voit que le déterminant est
nul. Si les colonnes forment une base par des opérations sur les colonnes on peut se ramener & un coefficient non nul
multiplicatif prés au déterminant de la matrice unitée.

2) Si det(B) = 0 les colonnes de B engendre un sous espace strict de R™ et les colonnes de AB sont formées de
combinaisons linéaires des colonnes de B et n’engendrent pas tout R™. Si det(B) # 0 alors on définit ¢ par

_ det(MB)
V(M) = det(B)

et I'on vérifie assez facilement que 1) vérifie les propriétés caractéristiques de la définition du déterminant et donc par
unicité (M) = det(M).

3)4) Admis

5) (M]\/J\t)H => Mik]\//flk = det(M). Si i # j on montre que (M]\//.Tt)” = 0 car c’est le développement par rapport
a une ligne d’'un déterminant ayant deux colonnes égales.

6)D’apreés le point précédent si det(M) # 0 alors

-1 _ L 7
det (M)

Si M est inversible il suffit d’appliquer le point 2) & M M ~! pour voir que det(M) # 0.

7) 11 suffit de développer par rapport a la premiére ligne et de recommencer.

8)On peut faire une récurrence sur la dimension de la matrice et remarquer que développer une matrice par rapport
A une ligne correspond & développer sa transposer par rapport a une colonne.

Remarque 3.7 Comme pour le cas de la dimension 2, on peut définir le déterminant d’une application
linéaire.

3.4.3 Cas de la dimension 3

De méme que pour la dimension 2 le déterminant correspond au volume d’un parallélépipéde défini
par trois vecteurs, et d’un signe permettant de savoir si le parallélépipéde est direct ou indirect. La encore
il existe une formule permettant le calcul de ce déterminant mais il est souvent préférable d’utiliser les
méthodes générales du paragraphe précédent. De méme que dans le plan pour une application linéaire f le
déterminant est en coefficient d’accroissement des volumes.

=aei+bfg+ cdh — ceg — fha — idb

o o
~ 0 Q.
S QR
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3.4.4 Meéthode de Cramer

On peut utiliser les déterminants pour résoudre des systémes de n équations linéaires a n inconnues, que
I’on écrit matriciellement ¥ = M X avec X l'inconnue. Numériquement ce n’est pas une bonne méthode,
mais pour n = 2 et n = 3 elle permet d’avoir des formules lorsqu’il y a des paramétres. On note M; la matrice
M dans laquelle on a remplacé la colonne ¢ par la matrice colonne Y.

Proposition 3.20 Si M est inversible le systéme ¥ = M X a une unique solution donnée par

. det M;
" det M
Preuve :
Exemple 3.13 Soit le systéme { gfi;;z Z leQ qui s’écrit encore ( g _87 > < 55 > _ < 142 ) on obtient
donc
12 -7
- ‘ 4 8 ‘ 124
T 7 T 59
e
3 12
‘ 5 4 ’ —48
YT 1T w9
25

3.5 Diagonalisation

3.5.1 Algeébre des matrices diagonales

Définition 36 Une matrice carrée M est diagonale si Vi,5, ¢ # j = M;; = 0. On note D,, 'ensemble des
matrices diagonales & n lignes et n colonnes.

Proposition 3.21 La somme de deux matrices diagonales est diagonale, le produit de deux matrices dia-
gonales est diagonale.

Preuve : a faire
Proposition 3.22 Une matrice diagonale est inversible ssi il n’y a aucun 0 sur la diagonale.

Proposition 3.23 Si on multiplie une matrice carrée M par une matrice diagonale D = (d;);; a gauche :
DM cela revient & multiplier chaque ligne i de M par d;. Si on multiplie une matrice carrée M par une
matrice diagonale D & droite M D cela revient & multiplier chaque colonne j de M par d;

3.5.2 Vecteurs propres, valeurs propres

Dans une transformation du plan certaines directions sont plus importantes que d’autre, par exemple
la direction de l'axe d’une réflexion, ou d’une projection. C’est cette notion que nous allons essayer de
généraliser.

Définition 37 f une application linéaire, un vecteur non nul % est un vecteur propre de f si uw et f()
sont colinéaires.

Si W est un vecteur propre il existe un A € R tel que f(w) = A%, on dit que A est une valeur propre, et que
U est un vecteur propre associé.

Remarque 3.8 Soit f une application linéaire, et w un vecteur propre, tel que f(w) = Au alors si v
appartient & R ; f(¥') = A7. La restriction de f &4 R% ne fait donc que multiplier les vecteurs par le réel
A
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Exemple 3.14 Dans le plan une rotation d’angle 90 degrés ne posséde pas de vecteur propre.
Pour une homothétie tous les vecteurs sont propres et il n’y a qu’une valeur propre.

Proposition 3.24 Si il existe une base de vecteurs propres de f, dans cette base la matrice D de f est
diagonale, c’est-a-dire que si ¢ # j alors D; ; = 0.
Preuve: f(e1) = Aiey donc les coordonnées de f(e1) dans la base eq, es...e,, sont (A1,0,0,0,...0) de méme f(es) = Asea,

etc...

Exemple 3.15 f(z,y) = (8¢ — 6y, 9z — 7y) Montrer que (1;1) et (2;3) sont des vecteurs propres, quelle est
la matrice de f dans cette base?
f(1;1) = (2;2) et f(2;3) = (—2;—3) donc la matrice de f dans cette base est :

(5 2)

Définition 38 Soit A une valeur propre d’une application linéaire f. On appelle sous espace propre de f
associé a A ensemble E\ = {u /f (W) = \u'}

Remarque 3.9 Un sous espace propre est un sous espace vectoriel, c’est clair
fW+0)=f(W)+ f(V) =AU + A7 =AW + 7))

idem pour k.

3.5.3 Diagonalisation

Proposition 3.25 Soient f une application linéaire et BB une base. La matrice M de f dans B est diagonale
ssi les vecteurs de la base B sont des vecteurs propres de f.

Preuve : B = {ej,...,e,}, la iéme colonne de M est constituée des coordonnées de f(e;) dans la base B donc
f(&) =0e +0...+ M;;e; +0..... + 0, = M, ;e;

donc € est un vecteur propre associé a la valeur propre M; ;.
Réciproquement : La iéme colonne de M est constituée des coordonnées de f(e;) dans B, or f(e;) = \e; donc
cette colonne est constituée de 0 sauf a la ligne ¢ ou il y a A.

Définition 39 1. On dit qu’une application f :R"™ — R” est diagonalisable si il existe une base B dans
laquelle la matrice de f est diagonale. (Une matrice est diagonale si tous les éléments qui ne sont pas
sur la premiére diagonale sont nuls i # j = M; ; = 0).

2. Une matrice carrée M est diagonalisable si il existe une matrice inversible P telle que P~!M P est une
matrice diagonale.

Proposition 3.26 Si M est la matrice d’une application linéaire f dans une base B, f est diagonalisable si
et seulement si M est diagonalisable.

Remarque 3.10 M est diagonalisable si il existe 2 bases B et By et une application linéaire f tels que la
matrice de f dans Bj soit M et dans Bs soit diagonale.

Preuve : En effet cela vient du fait que si N est la matrice de f dans une base B’ alors M = PNP~! est la matrice
de f dans B avec P matrice de passage de B a B’. De plus toute matrice inversible est bien la matrice de passage de

B a une autre base.
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3.5.4 Meéthode de diagonalisation

Pour diagonaliser une matrice M il faut donc trouver les valeurs propres et une base de vecteurs propres
d’une application linéaire de matrice M.

Définition 40 Soit M une matrice carrée, on appelle valeur propre de M un réel X telle qu’il existe une
matrice colonne non nulle X telle que M X = AX. On dit aussi que X est un vecteur propre de M.

Remarque 3.11 Si f a M pour matrice dans une base B. @ un vecteur de coordonnées X dans la base B
alors f(') a MX pour coordonnées dans la base B. Donc u est un vecteur propre de f si et seulement si
X est un vecteur propre de M.

Proposition 3.27 Les valeurs propres de M sont les A telle que det(M — AI) =0

Preuve : En effet si A est une valeur propre alors il existe un X non nul tel que (M —AI)X = 0 donc les colonnes de la
matrice ne sont pas indépendantes (car (M — AI)X est une combinaison linéaire des colonnes de la matrice M — [ )
et donc la matrice (M — AI) n’est pas inversible, son déterminant est donc nul.

Réciproquement si det(M — AI) = 0 les colonnes de M — Al ne sont pas indépendantes il existe donc une combinaison
linéaire non dégénérée des colonnes qui soit égale a 0, c’est a dire un X non nul tel que (M — AI)X = 0, donc
MX = AX, X est une valeur propre de M.

Définition 41 Soit M une matrice carrée, on pose comme pour les applications linéaires kerM = {X|M X =
0} et Ey = {X|MX = \X}.

Définition 42 Soit M une matrice carrée a n lignes, on appelle polynéme caractéristique de M, Pyr(\) =
det(M — AI), c’est un polynome de degré n.

Preuve : On montre facilement par récurrence que le déterminant d’une matrice & n lignes et n colonnes dont les
coefficients sont des applications affines en = est un polyndéme en = de degré inférieur & n. On montre ensuite en
développant par rapport a la premiére ligne que le terme en 2™ dans le polynéme caractéristique est non nul.

Remarque 3.12 On remarque que det(PMP~! — \XI) = det(M — AI). On peut donc définir le polynome
caractéristique d’une application linéaire puisque les déterminants des différentes matrices d’'une méme ap-
plication linéaire sont tous égaux.

Proposition 3.28 Si la matrice M a n lignes et n colonnes et que son polynéme caractéristique a n racines
réelles distinctes alors M est diagonalisable.

Preuve : A chaque valeur propre \; correspond un vecteur propre X;, il reste & montrer que (X7, Xs, .....X,,) est bien
une base. Montrons que c’est une famille libre

> aiX; =0= (M = XI)(M = AsI)..(M = X, )Y a; X;) =0

or

(M = AI)(M = AsT)oo(M = X, D) (D~ aiXi) = a1 (A1 — A2) (A1 = As)oeo (A1 — An) Xy

donc a; = 0 et de proche en proche on montre que tous les a; sont nuls.

Exemple 3.16 M = < 2 :g >

Proposition 3.29 Si \j est une racine du polynéme caractéristique Pj; de multiplicité m, alors la dimension
du sous espace propre associé & \g est supérieur ou égale a 1 et inférieur ou égal a m :

1 <dim(E),) <m

Remarque 3.13 Si A est une valeur propre de multiplicité 1 alors dim(E)) = 1, E) est donc une droite
vectorielle, c’est le cas le plus fréquent.
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Preuve : Soit (eq,eq,...,ex) une base de E),, que 'on compléte en une base B de E. Dans cette base la matrice de
f est de la forme
Ao
0 . 0 B
Ao
0 C

avec k " \g” sur la diagonale, on a donc det(M — A\I) = (A\g — A\)* det(C' — A\I) donc m > k

Théoréme 11 (admis) M est diagonalisable si et seulement si le polynoéme caractéristique peut se factoriser
sous la forme suivante : Pyr(A) = [[(A—X;)™ avec les \; différent deux a deux,et pour tout i, dim(Ey,) = m;.
Pour diagonaliser M il suffit de prendre comme base de vecteurs propres, une réunion de bases de chacun
des sous espaces propres.

-3 2 =2
Exemple 3.17 Si M = 0 1 0
4 -2 3

3.5.5 Cas des matrices non diagonalisables

Il existe deux raisons pour lesquelles une matrice peut ne pas étre diagonalisable. Le polynéme carac-
téristique a des racines complexes, ou un sous espace propre est de dimension strictement inférieur a la
multiplicité de la valeur propre dans le polynéme caractéristique. Nous allons étudier un exemple de chaque.

Remarque 3.14 Le théoréme 11 posséde un équivalent complexe, on factorise le polyndéme caractéristique
dans C ce que l'on peut toujours faire. Si pour tout i, dim(E),) = m;, alors la matrice est diagonalisable
dans C dans ce cas la matrice de passage et la matrice diagonale sont & valeurs complexes.

Exemple 3.18 Soit M la matrice d’une rotation d’angle 6, M = 0980 —sin®
sinf cosf

Exemple 3.19 M = < 1 (1) >

3.5.6 Cas des matrices symétriques

Définition 43 On rappelle que dans une base orthonormale le produit scalaire de deux vecteurs est donné
par la somme des produits deux & deux des coordonnées. Deux plus deux vecteurs sont orthogonaux ssi leur
produit scalaire est nul.

- <WGU>=Yuv ="UV.

— UL Teo<iv>=0

— Une matrice S est symétrique si ¢S = S.

Proposition 3.30 Soit S une matrice symétrique, U et V' deux vecteurs propres associés a des valeurs
propres différentes alors U L V.

Preuve : SU = \U, SV = uV.
'WVSU =WV AU = NVU. cette quantité est un réel égal & sa transposée
LUSV =t0uV = ptUV. or 'tWU =10V =3 uv;
Finalement on a (g — A\)!UV = 0 donc ‘UV =0 donc U 1L V.

Théoréme 12 Soit S une matrice symétrique il existe une base orthonormale de vecteurs propres de S.

N W W

3 6
Exemple 3.20 Diagonaliser en base orthonormale la matrice A= | 6 3
3 3
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