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Chapitre 1

Trigonométrie

1.1 Le cercle trigonométrique

N -
Dans un repére orthonormal (O, i , j

{ OM] =1

(7;0M) = a

), le point M tel que

9

a pour coordonnées (cos a, sin «)

sin «
Lorsque cos a # 0 on pose tan o = . | x
cosa -1 0] Ccos a 7
Le point M étant a une distance 1 de de O on a en ap-
pliquant le théoréme de Pythagore au triangle rectangle O,
(cosa,0) et M : M’
cos?a+sina =1
-1

Symétries et quart de tour

. N o . . , e ,: £ .
Sil’on considere la symétrie orthogonale (réflexion) d’axe R ¢, M’ I'image de M a pour coordonnées ( cos(—a), 51n(—a))

dans le repere (O, 7, 7), et M’ a pour coordonnées ( cos(av), sin(a)) dans le repere (O, i ,— j ), on a donc les for-

mules :
{ cos(—a) = cosa

sin(—a)) = —sina

. N e R — - . .
Sil’on considere la symétrie orthogonale d’axe R j', M” I'image de M a pour coordonnées ( cos(m — ), sin(m — a)),

- . . N 7
dans le repere (O, i, j ), et M" a pour coordonnées (cos @, sin a) dans le repere (O, — i, j ), on a donc les for-
mules :

cos(m — a) = —cos
sin(m — a)) = sin«

Sil’on considere la rotation d’angle 5 et de centre O, M" I'image de M a pour coordonnées ( cos(a + %), sin(a + 3)),

< . R - = ‘ .
or M"" a pour coordonnées (cos , sin «) dans le repere (O, j ,— i ), donc M"" a pour coordonnées (— sin v, cos )
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1.2. FORMULES D’ADDITION

A.Mizrahi

dans le repere (O, 7 7), d’ou les formules :

)

cos(a + 5) = —sina
sin(a + §) = cosa

1.2 Formules d’addition

- =

On part de cle)ux bases grthonormales (7, 7)et(d,?)
U =cosai +sina j
72008(0&—1—%) i +sin(fa+3)j =
—— — —
OM = cos(a+ ) i +sin(a+ ) j
OM = cos B + sin 57

En remplagant on obtient :

— — — — -
OM = cos(ﬁ)(cosa i +sina g ) —i—sin(ﬁ)(—sina i +cosaj )

L —
—slna v +cosa )

O—]\f = (cosﬂcosa—sin,@sina)?—k (cos[i’sinoz—i—sim/é’(:05(1)7> ©
On obtient donc les formules :
{ cos(a + ) = cos B cos a — sin B sin «
sin(a + 3) = cos Bsina + sin 3 cos «
Formules de duplication
En appliquant les formules précédentes au cas & = (3 on obtient :
{ cos(2ar) = cos® a — sin? a
sin(2a) = 2sin avcos o
Sachant que cos? a + sin? @ = 1 on en déduit :
cos(2a) = 2cos’a —1=1—2sin’a
D’oul’on tire :
cos?(a) = 1+ cc;s(2oz)
sin?(a) = 1 — cos(2a)
2
1.3 Equation
Les fonctions sinus et cosinus sont 2 — 7 périodique et 'on a :
cosa = cos 3 sietseulementsiao =+ 2kmroua = -8+ 2kmaveck € Z

sina = sin S sietseulementsia = 5+ 2kmroua =7 — 8+ 2kmaveck € Z

tana = tan 8 si et seulementsi o = 3 + kmaveck € Z

1.4 Dérivation
On rappelle les formules de dérivation
cos'(r) = cos(x + §) = —sinx

sin’(z) = sin(z 4+ §) = cosz
tan’(z) = 1 + tan?(x)
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1.5. RAPPEL SUR LES NOMBRES COMPLEXES A.Mizrahi

1.5 Rappel sur les nombres complexes

B widée 12(8047\/[1901,@0&1’)‘\18@4\041@@113

1.5.1 LeBAba

Définition 1.1 On note C I’ensemble des nombres complexes, C = {a +ib/a,b € R}, les opérations habimelles sur
les réels restent valable, commutativité, distributivité, etc.... la particularité de i réside dans le fait que i* = —1.

Exemple 1.1 e 2+3i))+(1—-5i)=3-2¢

5(2 — 6i) = 10 — 30i

i(2—6i) =2i+6

(24 3i)(1 —5i) =2+ 3i — 10i — 152 = 17— 7i
e (2+3i)2=4+12i—9=-5+12i

NN

Définition 1.2 La partie réelle est définie par Re (a + ib) = a, et la partie imaginaire par Tm (a + ib) = b

exercices 5.1 Déterminer partie réelle et partie imaginaire de 22’ en fonction des parties réelles et imaginaires de z et

2.

1.5.2 Module et argument
Conjugaison

Définition 1.3 Z = Re z — iZm 2. On dit que Z est le conjugué de z.

Proposition 1.1 1. z=2zl1 5. 2=z z2z€eR
2. 2+ =z+7. 6. z2=—-2&z€iR
7. Rez = 3(2+ %)
8

. Imz =3 (2—7%)

3. gz??.i
4. vzeCr, (1) =

W=

Module

Définition 1.4 On définit le module d’un nombre complexe par : |z| = \/ (Rez)? + (Imz)>.

Proposition 1.2 Soit z un complexe.

L ]z|=0&z=0. 6. V' € C,Vz € C*, *:H
2. |2 = 2z

_ 7. |Re(2)] < |z
b Re@<F
4. |22| = |2||7/]. 8 |z+ 2| <z + 7).
5. VneZ, |2" = |z 9. |lz| = ||| < |2 = #/|
Preuve : Pour le point 8. on a

2+ 217 = (z+2)(z+7)

224z + 2242

= 24z 4zd 427

|22+ |2]* + 2Re (27)

|2 + 1217 + 2|22| = (J2] + |2])?

IN

Remarque 1.1 Les nombre réels se représentent sur une droite, les nombres complexes se représentent dans le plan.
Dans un repére orthonormal on peut représenter le complexe a + ib par le point de coordonnées (a,b), ou par le
vecteur de coordonnées (a, b). On dit que ce point ou ce vecteur a pour affixe le complexe a + ib. La somme de deux
complexes correspond alors a la somme des deux vecteurs correspondant. La conjugaison correspond a la réflexion
par rapport au premier axe. Le module correspond a la norme du vecteur.
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Exponentielle complexe

Définition 1.5 V60 € R, € = cosf + isinf

Proposition 1.3
1. VO €R, cos = (e + )
VO € R, sinf = (" — =)
V0,0 € R, 0+0) — ¢if it
V0 € R,Vn € Z, e = ()"
Formule de De Moivre : Y0 € R,Vn € Z

AN SN

(cos @ +isinf)" = cos(nh) + i sin(nbh)

Définition 1.6 Vz,y € R, e*T% = e%eW avec r = [z] et = Argz

Argument

Définition 1.7 Pour tout (x,y) # (0,0),

10 € R, 00892#61‘ sinf = Yy

I’ensemble des 0 qui vérifient cette relation est de la forme {0y + 2kn|k € Z}, on I’appelle argument du complexe

T + 1y. Argz, désignera aussi bien, I’ensemble ainsi defiini (I’argument de z), qu’une de ses valeurs (un argument de
L. . . e . z ;
z). L’écriture précédente peut aussi s’écrire ﬂ =,
z

7.0M).

Remarque 1.2 Si M est le point d’affixe a + ¢b non nul, alors I’argument de a + ib est I’angle (
Définition 1.8 a congrue a b modulo m que I’on note a = b [m] signifie qu’il existe un entier k tel que a = b+ km.

Proposition 1.4 1. Vz,2' € C*,

=P
rEEe { Arg(z) = Arg(?') [27]

Vz € C*, z = |z]ed8=,

Vz € C*, Argz = —Argz [27].

Vz, 2 € C*, Arg(z2') = Arg(z) + Arg(2') [27].
Vz € C*,Vn € Z, Arg(z") = nArgz [27].

V2 € C,Vz € C*, Arg%/ = Argz' — Argz [27).

SN

1.5.3 Racines

Proposition 1.5 Tout complexe Z non nul a exactement deux racines carrés, c’est a dire deux complexes z1 et zo dont
le carré vaut Z.

, ; . . . i1
Preuve : Si Z = |Z|Re' alors les seuls racines carrés possibles sont ++/|Ze?2?,

Proposition 1.6 Tout complexe Z non nul a exactement n racines niéme, c’est a dire qu’il existe exactement n com-
plexes z; qui élevés a la puissance n valent Z.

ilga 1o . R .
Zetw 07 2k™ pour k variant de 0 a n — 1, ensuite

Preuve : Si Z = |Z|e' alors les seuls racines ni¢me possibles sont {,
on retombe sur les méme valeurs.

@mdeflammi*s%‘



A.Mizrahi

Chapitre 2

Intégration

H mdéeQ.’l:dbMeth:éazmﬂw.

2.1 Définition

Pour une fonction positive f : [a,b] — R™ continue, on
définit I’intégrale de a a b de f comme I’aire sous la courbe

i ’ . [t Y Y
de la fonction f que l.on note : [ f(t) dt. -
pour une fonction qui n’est pas positive, on compte posi-
tivement 1’aire se trouvant dans le demi plan supérieur :

y > 0 et négativement I’aire se trouvant dans le demi plan

inférieur : y < 0 T a + x
Pour simplifier les calculs on pose : a b J — b

/baf(t)dt: —/abf(t)dt

Cette définition de I’intégrale permet de trouver une valeur

approchée de I'intégrale f; f(t)dt, en considérant des pe-
tits rectangles dont la somme des aires est proche de I’aire
sous la courbe d’équation y = f(z). Pour h assez petit,
entre les point @ + nh et a + (n + 1)h on peut approcher
f;jézﬂ)h f(t)dt, par h x f(a+nh)I’aire du rectangle "a
gauche", en prenant h = b*Ta, I’approximation :

n—1

b b— b—
/af(:c)d:c% nakz_of(aJrk n“)

x
0] a a+nh h :77(1, b
n
Y

y = [f(z)
On peut encore améliorer un peu I’approximation en pre-
nant pour hauteur la valeur de f au milieu de chaque petit
intervalle f(a + nh + %h) On obtient alors, en prenant
h= b_T“, 1I’approximation :

b b—ae= 1.b—a
dx ~ k+ -
[ faren 0N g (e )P0
k=0
— x

0] a a+nh J,— b—a b

CYTech 8
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2.2. PROPRIETES ELEMENTAIRES A Mizrahi

Proposition 2.1 Pour une fonction de classe C?, on a la majoration de I’erreur commise si I’on remplace Iintégrale
par sa valeur approchée avec la méthode des points milieux. :

/:f(x)da:—b;a:zéf(a—k(k—ké)b;a>

<

2.2 Propriétés élémentaires

Proposition 2.2 Les intégrales posséde un grand nombre de propriétés comme

« Chasles : [" f(t)dt = [ f(t)dt + [° f(t)dt.

o Lalinéarité : [° f(t) + Ag(t)dt = [7 f(t)dt + X [* g(t)dt.

* La croissance : Sia < bet f < g alors ff ft)ydt < ffg(t)dt.

* Conséquence de la croissance : Sia < bet f < M alors f: f&)dt < M(b—a).

e Sia<b X b
/ f(t)dt'é [ irwna

Théoreme 2.1 (dit théoréeme fondamental de ’analyse ) Si f est continue, alors la fonction F' définie par :

Flz) = / "t

est dérivable de dérivée f. Il s’ensuit que toute fonction continue posséde une primitive.

Remarque 2.1 Notation abusive, lorsque I’on note une intégrale sans borne, on veut noter une primitive quelconque
de la fonction par exemple : [ t3 dt représente une primitive de la fonction cube ainsi on a J t3dt = %t‘l + K.

2.2.1 Méthodes d’intégration
Proposition 2.3 Si I est une primitive de f alors fab f(t)dt = F(b) — F(a).

H vidéo Q.Q:Umhégnabimx[\mx[\anbie.

Théoreme 2.2 Intégration par partie :
Soient u et v deux fonctions de classe C' sur [a;b] :

Preuve : On sait que (uv)'(t) = u/(t)v(t) + u(t)v'(t). On integre cette égalité entre a et b.
b b b
/ (uv)'(t)dt = / o (t)v(t)dt + / u(t)v'(t)dt
or jf(uv)’(t)dt = [u(t)v(t)]t=t. D’ou le résultat en retranchant le dernier terme de 1’égalité des deux cotés de I’égalité.
Exemple 2.1 [ zcoszdr = [zsinz]f — [ sinzde = [cos2]f = —2
Une IPP permet de trouver facilement une primitive de la fonction logarithme népérien, ainsi que de la fonction

arctangente.

Théoreme 2.3 Changement de variable :
Soit u : [a,b] — [c, d] une fonction de classe C, et f une fonction continue sur [c; d), alors

b u(b)
u(t)) (t)dt = x)dx
| rwopa= | e

Remarque 2.2 Cela revient a poser = u(t), dz = «/(t)dt, et a considérer que lorsque t = a <> z = u(a).

CYTech 9
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2.2. PROPRIETES ELEMENTAIRES A Mizrahi

Preuve : Soit /' une primitive de f.

J2 Fu®)u (t)dt = [ LF(u(t))dt = [F(ut)]) = [0 f(t)dt.

Remarque 2.3 1l est souvent plus agréable de présenter le changement de variable de la facon suivante dans 1’inté-
grale f; f(z)dx on pose x = h(t) et dz = h/(t)dt, si il existe « et 3 tels que h(a) = a et h(B) = b, on obtient
alors

b B8
/ f(z)dz = / SR (2 dt

11 est parfois plus simple, dans I'intégrale, fab f(x)dz de poser t = k(z), c’est a dire k = h !, on a encore la relation
dt = k' (z)dx

Exemple 2.2

1 T
/ LA
0 1"‘62r

Soit f une fonction de R dans C, notons f; sa partie réelle et fo sa partie imaginaire, on a alors f(t) = fi(t) +
if2(t), par defiinition la dérivée de f est

2.2.2 Fonctions complexes

F1(t) = fi(t) +ifa(t)

de mé&me on définit I’intégrale d’une fonction complexe par

/abf(t)dt: /abfl(t)dtJrz'/abe(t)dt

Remarque 2.4 Ces définitions nous permettent d’avoir encore le théoréme fondamental de 1’analyse, (théoreme 2.1)
pour les fonctions complexes.

Proposition 2.4 Soit g(t) = ef®), alors ¢/ (t) = f'(t)ef®.
Preuve : Attention ce n’est pas immédiat du tout, il faut revenir a la définition de 1’exponentielle complexe
g(t) = ef® = ef1(®) (COS (fz (t)) + i sin (f2 (t)))

Il reste ensuite a dériver la partie réelle et la partie imaginaire et a retrouver la formule voulue.

Exemple 2.3 Trouver une primitive de e%* sin x. ' _
f262"” sinzdr = fImEezxeix)dx = Im( [e*e®dz) = Im (Q%H(e(z*'i)m +C) = Im (E () + C =
¢ (2cosz +sinz) + C

2.2.3 Linéarisation

Lorsqu’on doit intégrer une fonction qui est un polynéme en les fonctions sinus et cosinus, a part certain cas tres
simples, on peut linéariser I’expression, c’est a dire effectuer des opérations trigonométriques pour se ramener a des
sommes de sinus et de cosinus.

Exemple 2.4 Linéariser (cos x)?(sin x)2.
(cosz)?(sinz)? = (3(cos(2z)+1))(3(1 — cos(2z)))
= 1(1—(cos2z)?)
= 10— Gleostan) + 1)
= g(1 —cos4x)

Exemple 2.5 Déterminer les primitives de cos®(z).

Utilisons un peu les complexes, cos®(z) = (3(e™ + e70))3 = 1(e3 4 3¢/ 4 371 4 731) = 1 (3% 4 3 +
3¢’ +3e7") = 1(2cos 3w + 6 cos ) = 1 (cos 3z + 3 cos x) finalement [ cos®(z)dz = [ (cos3z + 3cosz)dx =
L(sin3z + 9sinz) + C

CYTech 10



2.3. INTEGRATION DES FRACTIONS RATIONNELLES A Mizrahi

[)f'\mdeawmaimgQ%

2.3 Intégration des fractions rationnelles

2.3.1 Introduction

Les fractions rationnelles sont des fonctions qui apparaissent fréquemment, 1’objectif principal de cette partie est
la décomposition en éléments simples.

B mdé@?))lg)éc@mvr\smhmxméﬂémantbmwvr&%
2.3.2 Définitions

e . . . P
Définition 2.1 * Une fraction rationnelle est une fonction de la forme @ oin P et () sont des polynémes a

coefficients réels ou complexes.

* Une fraction rationnelle é est dite irréductible si "on ne peut pas la simplifier", ceci revient a dire que P et )

n’ont aucune racine complexe commune, ou encore que P et () sont de degré minimal.
e On pose deg(g) =deg P — deg Q.

* On dit que a est un pole d’ordre m de g, si a est une racine de () de multiplicité m, et a n’est pas une racine

de P.
. . . a
* On appelle éléments simples complexes les fractions rationnelles de la forme W’ avec a, b, c des constantes
z
complexes.

a ol cx+d
(@+b)» " (2 +ex+ f)"

* On appelle éléments simples réels les fractions rationnelles de la forme avec

a,b,c,d, e, f des constantes réelles et le discriminant A = e?> — 4 < 0.

Exemple 2.6 ° % est irréductible, 87;1;;( a(:x+?) et

22— 29
(IH)Q( oz e le sont pas.

° degre(%) = —2 et 3 est un pole d’ordre 2.

Proposition 2.5 Soit I une fraction rationnelle, il existe un unique couple (P, H) polynome, fraction rationnelle tel
que F = P + H avec deg(H) < 0. P s’appelle alors la partie entiére de F.

Preuve : 11 suffit d’effectuer la division euclidienne du numérateur par le dénominateur pour obtenir cette décomposition.

3 +1 3z —1
Exemple27 ——MM =0 -1+ ———
xemp (x —1)(xz + 2) v +x2+x—2

2.3.3 Décomposition en éléments simples

Proposition 2.6 Soit F' une fraction rationnelle, et a un pole d’ordre n de F), il existe une unique suite (A1, A2 ..., \)
de réels (ou de complexes) telle que F — %}, (x)‘ G soit une fraction rationnelle dont a n’est pas un pole.

_ 9 23420224104 24+172 __ 22 +9 x+29
Exemple 2.8 —3 1 e s = GHIP T 2 T (omi)(ot0)?

Preuve : Pour I’unicité, on part de deux décompositions, on multiplie par (z — a)™ et on fait tendre = vers a, ona A\, = A},
puis on recommence avec n — 1 et ainsi de suite. Pour 1’existence c’est un peu plus compliqué, on peut commencer par démontrer
le résultat suivant : Etant donnée deux polynémes P et Q tels que Q(0) # 0, et n un entier, il existe un polynéme 7" de degré

n—1, tel que P—T'Q admette 0 comme racine de multiplicité n. Ceci ce démontre facilement car il revient a résoudre un systéme
P(z)

triangulaire a diagonale sans 0. Ensuite on applique ce résultat a P et C~2 définis de la fagon suivante si F'(z) = a0 On

pose P(z) = P(z +a) et Q(z) = Q(z + a).

Théoreme 2.4 Décomposition en éléments simples

Une fraction rationnel s’écrit toujours comme la somme d’un polynome et d’une suite d’éléments simples. Cette
décomposition est unique si les dénominateurs des éléments simples sont différents deux a deux. Soient P et ) deux
polynomes réels tels que deg P < deg Q, et ()\;) une famille de réels distincts deux a deux.
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1. Si Q =TI (X — X\;) alors il existe une unique famille de réels (a;)1<i<n tels que :

LA R B
Q X-M X-X T X-)\

2. 8iQ =TI (X — X\i)™ alors il existe une unique famille de réels x tels que :

P * * * * * *

0~ (X—)\l)ml+(X—)\1)m1—1+"'+X—)\1+(X—/\2)m2+"'+7(X—/\2)+"'+7X—)\n

3.08iQ =TT (X =)™ [T (X2 47X +0,) avec v} — 46, < 0 alors il existe une unique famille de réels
* tels que :

P_ * n n * n *X + % n * X + % n * X + %
Q (X—=x)m XA (X2 X+a)f (X2 X +a)h Tt X2 4y, X 46

Preuve : Les deux premiers points découlent de la proposition 2.6, en réitérant le procédé pour chacun des poles, le point
3 est plus compliqué, il faut passer par les complexes, puis re-associer les pdles complexes qui sont conjugués.

¢ 1+ _ 1 1 _ 1

Exemple 2.9 (x+1)(:c+2)2 =1 T e T w42
o« at 16 16
(achi)m(x+2)2 =T—5+ x+1 T @22 T z+2

w
—
8

|
—

' GrD@2) Tzl a?te
. 9 _ 1 _ z=1 _ _3z=3

(z41)(2242)* — 2+l 2242 (3249)?

Remarque 2.5 La décomposition en éléments simples d’une fraction rationnelle irréductible de degré <0, £ o com-
porte exactement un nombre de constantes égale au degré de ().

Méthode de décomposition en éléments simples (M1) :

1. Division euclidienne pour que le numérateur soit de degré strictement inférieur au dénominateur.
2. Ecrire la fraction sous forme d’une somme d’éléments simples avec des coefficients inconnus.
3. A I’aide de différentes limites, trouver les différents coefficients inconnus.

(a) si a est un pdle simple le coefficient de = s’obtient en multipliant I’égalité précédente par (x — a) est
en faisant tendre z vers a.

(b) sia est un pdle d’ordre m le coefficient de W s’obtient en multipliant I’égalité précédente par
(z — a)™ est en faisant tendre = vers a.

(c) En soustrayant le terme trouvé précédemment ﬁ, on retombe sur un pole d’ordre m — 1.
(d) On peut utiliser les limites en 1’infini, aprés avoir multiplié par un z* bien choisi.

(e) On peut écrire I’égalité pour un z fixé, bien choisi, réel ou complexe.

Exemple 2.10 Déterminer les primitives de ZX;F#
i 2t3ttt1—4 dt = [ (2t2+2t;rf)1(t—1) =[224+2+3+ Ldt=23+1+3t—Inft—1/+C

Méthode d’intégration des fractions rationnelles (M2) :

1. Décomposer la fraction rationnelle en éléments simples.
2. Intégrer les différents éléments simples :

(a) fﬁdt:lnhﬁ—aH—K.
(b) f (t— a)m dt = i— m(t a)m*1 +Kp0urm > 1.

2 20+
© [z i;ﬁc dt = [ = Jfbtic - +bt L dt = In(t? +bt+c)+ [ ﬁdt Or cette derniére intégrale
2 4
n’est rien d’autre qu’une arctangente.
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A.Mizrahi

%&%WS%

@ [ thlt;fc)m dt. Le calcul pour ces éléments simples 13, est plus difficile a effectuer, on peut les calculer

en se ramenant a des intégrales du type [ i dt que I’on peut calculer a 1’aide d’IPP.

1+t2)

Chapitre 3

Introduction a I’étude des fonctions de plusieurs
variables

Notations du cours : En générale dans ce cours les lettres
* latines minuscules m, n, p, ¢, i, j, k représentent des entiers naturels 1 <¢ <petl <j <gq.
* latines minuscules z, ¥, t, a, b, [ représentent des réels.
* grecques minuscules n(éta), d(delta), r représentent des réels strictement positifs.
* latines majuscules X, Y, P, M, N, S, T, V représentent des éléments de R?.
* latines majuscules A, B représente une partie de R.
* latines majuscules I, J représente un intervalle de R.
 grecques majuscules ) (omega), représente une partie de RP.
* grecques majuscules O (omicron), représente une partie ouverte de RP.
* latines minuscules f, g, h représentent des fonctions de R dans R.
 grecques minuscules ¢ (phi), 1 (psi), v (gamma) représentent des fonctions de RP dans R.
» grecques majuscules ® (phi), ¥ (psi) représentent des fonctions de R” dans RY.
* grecques majuscules I représente une forme quadratique sur RP.

Prérequis et résultats utiles :
1. Soit f :]a, b[— R, dérivable, si f possede un extremum en xq alors f’(zg) = 0.

™

o ok o . . . . x) — f(a
Définition de la dérivée de f en a : lorsque la limite suivante existe et est finie f/(a) = lim M
T—a T —a

f est dérivable en a si et seulement si f posseéde un DL en a, (I’équivalence n’est pas vrai pour les DLy).
Le théoreme des accroissement finis :

soit f : [a; b] — R continue, dérivable sur |a; b[, il existe ¢ €]a; b[, f'(c) = W

5. Le théoréme de Taylor Lagrange a I’ordre 2 : soit f : [a; b] — R continue, deux fois dérivable sur |a; b],

il existe ¢ €]a; b], f(b) = f(a) + f'(a)(b—a) + 5 f"(c)(b — a)?

6. Décomposition de Gauss des formes quadratiques, signature. (Cours d’algebre du S3)

»

7. Diagonalisation en base orthogonale des matrices symétriques.(Cours d’algebre du S3)
8. Existence d’une borne supérieure pour les parties non vides majorées de R.

3.1 Motivation disciplinaire

Probleme tres fréquent en sciences : optimiser

* Flux de voitures sur une autoroute
* Bénéfice d’une entreprise
* Vitesse d’une réaction chimique

CYTech 13



3.2. CAS REEL A Mizrahi

¢ Consommation d’un moteur
¢ Résistance d’un béton
e légereté d’une structure métallique

De trés nombreuses méthodes mathématiques pour répondre a ce probleme : simplexe ; recuit simulé ; gradient conju-
gué, méthodes variationnelle, multiplicateurs de Lagrange, ...
On va regarder le cas des fonctions de RP dans R, avec une méthode : essayer de copier ce que 1’on fait dans R.
Exemple de niveau 4éme : plus court chemin entre deux points passant par une droite (exemple ou construire un
port, entre deux ville)

3.2 Casréel

Exemple de la fonction f(z) = x2e%,

Tableau de variation, minimum local, minimimum global

Définition 3.1 minimum local, minimimum global (écriture distance, écriture intervalle)

BM@AQ:%«@MQ@@M@QM@

3.3 Fonction de R? dans R.

Comme pour les fonctions de R dans R on peut définir 1a somme et le produit de fonctions de R” dans R, pour la
composé c’est un peu plus compliqué.

Définition 3.2 soir 1,02 : Q = R, er f: ©1(2) — R on définit o1 + pa, p1p2 et f o par pour X € Q0 :

(1 + ©2)(X) = p1(X) + p2(X)
(p192)(X) = p1(X)p2(X)
(fop1)(X) = f(e1(X))

Pour la composition a droite c’est un peu plus compliqué pour I un intervalle de R et uq,us,...,up : I — R des
fonctions telles que pour tout t € I, le point M(t) = (u1(t),us(t), ..., up(t)) appartienne a Q. Alors la fonction
@10 (u1,ug, ..., up,) est définie par

I — R
t o= o1 (ur(t), uz(t), ..., up(t))

Définition 3.3 Lorsque I’on a une formule de p variables, on peut chercher a savoir quand cette formule a un sens.
L’ensemble des valeurs pour laquelle cette formule définie un réel est appelé I’ensemble de définition de la formule.

Exemple 3.1 L'ensemble de définition de /2% + z3 est le disque de centre 0 et de rayon 1.

Définition 3.4 La distance entre deux points X et Y de RP est la norme du vecteur ﬁ ,

dX,Y) = [IXY ] = | > (s — 2)

NE

i=1
ou X = (z1,x2,...,xp) et Y = (y1,Y2, ..., Yp). Le vecteurﬁ = (y1 — 1,92 — X2, ..., Yp — Tp)-

Définition 3.5 B(P,r) = {X € Rp/H]?X)H < r} la boule de centre P et de rayon r > 0, c’est a dire ’ensemble des
points dont la distance a P est inférieur a r.

Définition 3.6 soir ¢ : Q@ — R, p possede :

* un maximum global en P € Q siVX € Q, o(X) < ¢(P)
* un minimum global en P € Q siVX € Q, p(X) > ¢(P)
* un maximum local en P € Q si Ir > 0,YX € QN B(P,r), p(X)
* un minimum local en P € Q2 si 3r > 0,YX € QN B(P,r), ¢(X)

(P)
@(P)

VANV
S
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3.4 IRP? et ses propriétés.

Structure d’espace vectoriel : (RP, 4+, .)
(T1,22, s xp) + (Y1, Y2, - Yp) = (@1 + Y1, T2+ Y2, -, Tp + Yp) LA (21, X2, .-+, Tp) = (AT1, AT, - .., ATp)
Structure d’espace euclidien : (RP, +, ., ®)
XY =3Pz, avec X = (21,22, ..., 2p) et Y = (Y1, 92, -, Yp)-
® est le produit scalaire canonique de R, on note aussi X ® ¥ =< X;Y >= XY

Définition 3.7 Norme || X|| = /> V22 = VX ® X, pour X = (z1,72,...,1;)
X1YsiXY=0

Proposition 3.1 Pourtout X, Y € RPet A\ € R, ona

« |X||=0e X =0
o [AX] = IA[IXl
s X+ Y[ < (X[ +[]Y]

Remarque 3.1 RP a une structure d’espace vectoriel (ensemble de vecteurs) mais aussi une structure affine (espace
de points), ainsi pour deux points de R? : M et X, on pourra noter W pour indiquer qu’il s’agit d’un vecteur, on
aura alors M X = X — M. La différence entre un point et un vecteur réside dans le fait que les coordonnées d’un
vecteur restent invariant par changement d’origine du repere alors que les coordonnées d’un point sont modifiées.
On a par exemple

XYY -X

e X =Y +YX

3.5 Représentation graphique des fonctions de R? dans R.

Ensemble de définition, graphe, représentation graphique, ...
Présentation avec geogebra 3D des ensembles de définition et des graphes de ¢1(x,y) = \/ 12 — 3(x2 + y?) et

pa(z,y) = x(z — 1)(z — 2) + ¢
H M@41@%Wm@hyndw@@mmdedwmuama@&&

Exemple 3.2 Ensemble de définition, courbes de niveau et représentation graphique ¢(z,y) = /xy, ¢(x,y) =
2z
12+y2

Le graphe d’une fonction de deux variables est une surface de 1’espace, pour ¢ : 2 — R le graphe de ¢ est
I’ensemble S = {(z,y,2) € R3/z = p(z,y)}.

Chapitre 4

Dérivation

4.1 Objectif, méthode

Objectif : Extrema des fonctions de R” dans R.
Meéthode : Utiliser ce que 1’on sait faire pour les fonctions de R dans R, avec le probleme tres important qu’il n’y
a pas les notions de fonctions croissantes et décroissantes pour ces fonctions.
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4.2. RAPPEL CAS REEL A Mizrahi

T I I I I f 1177711171777 70777777777 7777

sy

T

. . . o $2+y2
FIGURE 3.1 — Représentation du graphe de la fonction p(z,y) = *—

4.2 Rappel cas réel

Pour étudier les extréma d’une fonction f définie sur un intervalle / de R, on peut construire un tableau de
variations, pour cela on dérive la fonction et on étudie le signe de la dérivée, quelques rappels :

Définition 4.1 Soir A C R, a € A tel qu’il existe e > 0,]a — e,a + €[C A, la fonction f : A — R est dérivable en a

z)— f(a . _
si la fonction définie par M a une limite finie en a, dans ce cas on note f'(a) = limg,_,q %ﬁc(a)
T—a
Y
la corde est une droite de coefficient directeur W
f) +
f(0) = f(a)
)+ R
% %
a x z
b—a

Proposition 4.1 » Si f est dérivable en a alors il existe une fonction € qui tend vers en 0 en a et telle que

f@) = f(a) + f'(a)(z — a) + (v — a)e(x)
* Si il existe une fonction ¢ qui tend vers 0 en a et un réel o tels que
f(z) = fla) + a(z — a) + (z — a)e(z)
alors f est dérivable en a et f'(a) = c.
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4.3. DERIVEES PARTIELLES A Mizrahi

Remarque 4.1 Une interprétation en terme de corde : la droite qui passe par les points (a, f(a)) et (¢, f(¢)) a pour

équation y = f(a) + (f(t) f(a))( — a) si "I’on fait tendre" ¢ vers a la corde "tend" vers la tangente a la courbe
représentative de f, qui a alors pour équation

y = f(a)+ f'(a)(z —a)

f’(a) est donc le coefficient directeur de la tangente a la courbe représentative C de f en (a, f(a)). On remarque alors
que (z — a)e(x) du DL; correspond a I’écart qui existe entre la fonction f et la fonction définie par la tangente a f en

a:h(z)=f(a)+ f'(a)(x — a).

4.3 Dérivées partielles

Q — R

‘ (x1,22, .., zp) = @(x1,22,...,Tp)
au cas que I’on connait bien les fonctions de R — R, on fixe toutes les variables sauf 1 par exemple x; et on pose

h(t) = go(al, ag,...a;—1, t, Ajg1y ooy ap).

Soit 2 une partie de R” et ¢ : Soit A = (a1, az, ..., a,), pour se ramener

Définition 4.2 Si la fonction h est dérivable en a; on dit que p posséde une dérivée partielle par rapport a la iéme
variable, en A, et on pose :

i g
22 ()= (e

Définition 4.3 On appelle fonctions partielles en A de  les fonctions définies ainsi p;(t) = p(ai, ag, ...ai—1,t, ait1, ...

Remarque 4.2 Si ¢ posséde en A un extremum local, alors chacune des fonctions ; posséde en a; un extremum, a

la condition que ¢; est dérivable en a; alors ¢} (a;) = 0, et donc g £ (A) = 0. Pour que la fonction ¢; soit dérivable

en a; il faut que ¢; soit définie autours de a; et qu’elle soit dérivable en a;.
B M@52@%WWKA,MBWWAEAMMMQ@Q%,MTM@%

4.4 Intérieur

Si ¢ : © — R possede un extremum en M = (my,ma,...,mp), alors les fonctions partielles h; possede un
extremum en m;, en supposant que les m; sont dérivables, pour étre certain que leur dérivée sont nulles en m;, il
faut que m; ne soit pas sur un bord, il faut que h; soit définie autours de m;, sur un intervalle Jm; — &, m; + £[. Une
condition suffisante pour cela c¢’est demander que les points autours de M appartiennent a €.

Définition 4.4 Soit 2 une partie de RP, Omega est constitué de points qui se trouve sur le bord (0S)) de ) et de
poins a lintérieur de Q :Q. 00 = {X e RP/¥r > 0,B(X,r)NQ # T et B(X,r)N(RP\ Q) # &}

Q={XeQ/Ir>0,BX,r)cQ}={XeQ/Ir>0YMecR,|X -M|<r=MeQ}
Lorsque O C RP, et O = O on dit que O est un ouvert de RP,

Proposition 4.2 Soit ¢ : Q — R, si @ posséde un extremum local en P € Q et que p posséde des dérivées partielles
par rapport a toutes les variables en P alors, toute les dérivées partielles de © sont nulles en P.

Définition 4.5 On appelle point critique de  un point ou toutes les dérivées partielles sont définies et sont nulles.

Exemple 4.1 f(z )—:1; sur [—2; 3].
(1, 12) = 2 + 23 sur [-1;1] x [~1;1].

Exemple 4.2 o(z1,x2) = % pour (z1;x2) # (0,0) et »(0,0) = 0.
» Dérivées partielles
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¢ Courbes de niveaux
o Etude en 0. Extremum ?

Pour étudier une fonction ¢ : @ — R au "voisinage" d’un point P, il est raisonnable de vérifier que ¢ (M) est
proche de ¢ (P) lorsque M est proche de P. Or on vient de voir sur un exemple que 1’existence des dérivées partielles
en P ne garantit pas cela. Or les fonctions partielles étant dérivables elles sont continues, visiblement cela ne suffit
pas, il nous faut donc une propriété différente des propriétés des fonctions partielles.

%&QQWA%

Chapitre 5

Continuité

5.1 Objectif, méthode

Objectif : Définir et pouvoir reconnaitre si une fonction a bien la propriété naturelle, "des points proches ont des
images proches" ....

Meéthode : Utiliser ce que I’on sait faire pour les fonctions de R dans R.
5.2 Rappel cas réel

Définition 5.1 Soit I un intervalle de R, a € I, la fonction f : I — R est continue en a si

Ve>0,Ip>0,Vez e, |z —a| <n=|f(zx)— fla)| <e

5.3 Pour les fonctions de R” dans R
Définition 5.2 Soit Q) une partie de RP, P € Q, la fonction ¢ : 2 — R est continue en P si
Ve>0,In>0,vX € Q, [ X —P||<n=|pX)—pP)|<e
Lorsque  est continue en tout point de () on dit que  est continue.
Remarque 5.1 Dans le cas ou p = 1, on obtient bien la définition de continuité que 1’on connaissait car dans ce cas
lz]| = Va2 = |a|.

|| X — P|| correspond a la distance entre X et P, quitte a prendre X assez proche de P, "dans toutes les directions",
on doit avoir ¢ (X)) aussi proche de ¢(P) que I’on veut.

Théoreme 5.1 (Continuité séquentielle) Soient Q@ C RP, o : Q@ — R et U € Q. La fonction ¢ est continue en U ssi
pour toute suite (X,,) d’éléments de ) qui converge vers U on a

lim (X)) = ¢ (U)
Preuve : Supposons que ¢ est continue au point U. Donc

Ve>0,30>0/YX €Q, | X —U| <d= oY) - o) <e. (5.1)
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5.4. CONTINUITE ET COMPOSITION A Mizrahi

On doit montrer que pour toute suite (X} ) de points de {2 qui converge vers U, on a ¢(X},) qui converge vers p(U). Soit donc
(X% )i une suite de points de € telle que la suite (X},) converge vers U. Par définition de la convergence,

Ve’ >0,3K e N/Vk > K, | X - Ul < ¢
Soit £ > 0 fixé, il existe 6 > 0 tel que :
VX e [X-Ul|l<d=|eY)—plU)|<e (5.2)

Or il existe K tel que :
Vi > K, || X, — Ul <.
Ce qui grice a (2) entraine que pour tout k > K, |p(Xx) — ¢(U)| < e. Puisque ¢ est arbitraire, on a donc montré

Ve >0,3K e N/Vk > K, |o(X;) — p(U)] < ¢,

i.e. (¢(X})) converge vers ¢(U).

Pour la réciproque, on raisonne par contraposition. On suppose donc que  n’est pas continue, et on va construire une suite
(X)) d’éléments de €2 qui converge vers U mais telle que la suite de réels (¢(X})) ne converge pas vers ¢(U). On écrit la
négation de la continuité de ¢ :

Je>0,¥0>0,3X €Q, |X Ul <det|o(X)—oU)| >e.

Pour § = 1/k, k € N*, on obtient donc I"existence de X, € Q tel que || X; — U|| < 1/k et |p(Xi) — ¢(U)| > €. Le fait que
|| X% — Ul| < 1/k pour tout k entraine que la suite (X})j, converge vers U, tandis que |p(Xj) — @(U)| > € pour tout &k prouve
que ¢(X%) ne converge pas vers ¢(U). Ainsi, on a bien construit une suite (Xj); d’éléments de € qui converge vers U mais
telle que ¢(X}) ne converge pas vers ¢(U).

Proposition 5.1 Soir Q2 une partie de RP, P € Q, et p, v : Q0 — R si ¢ et 1 sont continues en P alors p + 1 et o)
sont continues en P.

Preuve : En utilisant la continuité séquentielle, on se rameéne au cas réel : Soit (X,,) une suite d’élément de {2 qui converge
vers P, alors que dire de la suite de réels (¢(X,,)¥ (X))

5.4 Continuité et composition

Proposition 5.2 Soit € une partie de RP, A une partiede R, p: Q) - R, f: A—Ret P € (),

* Si o est continue en P et f est continue en ¢(P) alors f o ¢ est continue en P.
* Si p(Q) C A, ¢ est continue, et f est continue alors f o ¢ est continue.

Preuve : Soit (X,,) une suite d’éléments de 2 qui converge vers P. Que dire de (p(X,,)) puis de (f o (X))
Proposition 5.3 Soit Q) une partie de RP, A une partie de R, p : Q@ — R, P € S, Soit I un intervalle ouvert de R,

p: Q=R
 est une fonction continue en P si et seulement si pour toutes fonctions hi, ha, ..., h, : I — R continues telles que

{ E|t0 S I,P = go(hl(to),hg(t()), ...,hp(to))
vt € I, (hi(t), ha(t), ..., hp(t)) € Q

la fonction h définie sur I par h(t) = @ (hy(t), ha(t), ..., hy(t)) est continue.

Définition 5.3 On note p; (ou dx;) la projection sur la iéme coordonnées :

RP - R

pi - (x1,22, ..., p) =

Proposition 5.4 Les projections dx; sont continues.

)
Preuve : Pour tout 4, |p;(X) — pi(T)| < || X — T'|| eneffet |x; — y;| < /> (2 — yi)?
k=1

Proposition 5.5 Les sommes, produits et composées de fonctions continues sont continues.
Les projections dx; sont continues.

Ew&dé@5.3:(€mhmmtéwume@@m$@mdedwmwmw%.
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5.5 Limites

La notion de continuité en un point est trés proche pour les fonctions de R dans R, de la notion de limite.
La principale différence réside dans le fait que la continuité se définit en un point ou la fonction f est définie alors
que la limite peut s’étudier en un point ou la fonction n’est pas définie.

Définition 5.4 Soit p : Q@ — R et T proche de ).
)%gnTw(X) =1l si
Ve>0,In>0VX € QX -T|| <n=leX)-I<e

Proposition 5.6 Si T € Q, ¢ est continue en T si et seulement si )}imT o(X) = o(T).
H

Ty

Exemple 5.1 ¢(z,y) = oyl

Chapitre 6

Fonctions de classe C..

6.1 Objectif, méthode

Objectif : Pour les fonctions de R dans R, la dérivabilité entraine la continuité. Pour les fonctions de R” dans R
n’entralne pas la continuité, existe-t-il une notion qui englobe, existence de dérivées partielles et continuité.

Objectif général : Les extrema

Meéthode : Utiliser ce que I’on sait faire pour les fonctions de R dans R.

6.2 Rappel cas réel

Si f aun extremum en a qui n’est pas sur les bords, et f dérivable en a alors f'(a) = 0.

6.3 Fonction de classe C.

Définition 6.1 Soit O un ouvert de RP, o : O — R, est de classe C' si @ posseéde des dérivées partielles par rapport
a toutes les variables, en tout point de O, et que ces dérivées partielles sont continues sur O.

Proposition 6.1 Les projections sur les axes (dx;) sont de classe C'.

Preuve : On rappelle que
RP - R

dz; : (1,22, ..yxp) = X

La dérivée par rapport a la iéme variable de dx; est égale a 1 c’est une fonction continue sur RP. La dérivée de dx; par rapport a
une autre variable est égale a 0 qui est aussi continue.

Proposition 6.2 Soient p, v : O — R des applications de classe Calors ¢ + 1 et ¢ sont de classe C*.
Si p(O) C I, et que f : I — R est de classe C', alors f o o est de classe C*.
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6.4. DL, A.Mizrahi

Preuve : Les dérivées partielles se rameénent a des dérivées normales et ensuite ce sont juste les théorémes sur la continuité :

e +¢) vy _ 99 %
8%‘1‘ (X) N 65131; (X) + 61’1

(X)

M0 (x) = 22 (x0y(x) + () 32 ()

W29 ) = (10 0)(X) 22 (X)

6.4 DL,

Hm@é.ﬂ:@&%@mmmd'miwﬁmw&mwm%.

Théoréme 6.1 (DL,) Soit O un ouvert de R?, ¢ : O — R une fonction de classe C', M € O, il existe alors
€: 0 — Rtel que XlimMa(X) = 0 et pour tout X € O
—

P(X) = (M) + Z e, (M)(zi —mq) + | X — Mlle(X)

ou M = (my,ma,...,mp) et X = (x1,22, ..., Tp).
Exemple 6.1 Ecrire un DL; de ¢ en (2,1) pour ¢(x1, 29) = x223.x

Remarque 6.1 On peut écrire 1’égalité précédente 1égerement différemment avec V =X — M = M X :

p
YV ER!, M+V eO=o(M+V)=p(M)+>
=1

D
Gxi

(M) (vi) + [[V][e(V)

avec V = (v1,v2, ..., Up).

g—; (M) est un réel c’est la dérivée partielle de ¢ par rapport a la iéme variable au point M.

Définition 6.2 On note dyp : RP — R, et on appelle différentielle de ¢ en M ’application linéaire de RP dans R
définie par :

P 9
V(v1,v2,...,vp) € RP, dup(v1,v2,...,vp) = ; oz,

(M)v;

Remarque 6.2 Le théoreme 6.1 s’écrit alors

VX €O, o(X) = o(M) +duyp(X — M) + || X — M|le(X) avec lij&ne =0

VX € 0, o(X) = (M) + dup(MX) + | MX||c(MX) avec lime =0

a rapprocher du DL; des fonctions de R dans R :

f(@) = f(@o) + f'(zo)(z — z0) + (x — w0)e ()

Preuve : [du théoreme 6.1 dans le cas p = 2]
La preuve est basée sur le théoréme des accroissements finis pour les fonctions d’une variable que 1’on applique aux fonctions
partielles d’une fonction de deux variables, on peut I’appliquer car ces applications partielles sont C'.

Posons pour X € O\ {M}

() = (P (M) + X2, F2(M)( — my))
1X = M]

P(X) =
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6.4. DL, A.Mizrahi

Comme O est un ouvert il existe r > 0 tel que B(M,r) C O, soit X = (z1,23) € B(M,r)

P(X) (6.1
P(X) = (P (M) + Z2(ma, ma) (@1 = ma) + 22 (ma, ma) (@2 — m2))
- X — M| (6.2)
_ plar,m2) — p(my,m) — 22 (my, ma) (w1 — M) — 9 (my, my) (w2 — my) 6.3)
X — M| '
(1, 22) — p(m1, 32) + p(m1, 22) — p(m1,m2) — & (ma, ma)(x1 —ma) — & (ma, ma) (w2 — ma)
- X M] ©H

On peut alors appliquer le TAF
Il existe u; compris entre 2 et my et up compris entre x5 et mo tel que

P(X) (6.5)
) o(r1,2) — @(m1,x2) + @(my, x2) — @(my, mo) faa—aﬁ(ml,mg)(xl—ml) 8ac 2 (my,ma)(ze — ma) 66)
| X — M|
B (’))v,](ll\ ro) (2 7/71\)-’-(-());;([/1] 117)( m))—gzl(ml,mg)(xl—ml)—g—;’;(ml,mg)(xg—mg) 6.7)
X — M| '
[ J%) Dy dp O
{Tm(uhxz) - Tm(ml,mz)} (r1 —my) + [dxz (m1,u2) — 55 (ml,mz)} (2 —my) 68
B | X — M| '

Or|z1 —mq| < || X — M| et |ze — mao| < [| X — M||.

22 (1, u2) = 2 (ma,ma)| 22— ma

22 (uy,2z) — 22 (ml,mQ)] 21 — ma| +

[p(X)| < (6.9)
X — M|
¢ Iy Iy P
— 9) — =—— — - 6.10
‘83:1 (ur,w2) P (m1,ma)| + ’6$2 (m1,u2) D2 (m1,m2) (6.10)
Avec u; compris entre 1 et m; et ug compris entre zo et ms.
Soit € > 0 comme g est continue en M, il existe n; > 0 telle que

dp 1

X — M| < M =

X~ M) <7 )- 2200 < 56

Comme || (11, x2)— (M1, ma2)|| < [|X—=M]| et|(m1,uz)—(myi, ma)|| < || X—M||,il suffit de prendre || X — M || < min(ny, n2),
pour s’assurer que [p(X)| < e.
Donc la fonction v tend vers 0, lorsque X tend vers M, c’est justement 1’énoncé du théoréme a démontrer.

Remarque 6.3 Le théoréme 6.1 s’écrit
VX € 0, p(X) = p(M) +dup(X = M) + || X — M|le(X)

dyp est une application de R? dans R, cette application est linéaire, elle est égale a

P P
o= 2ona =% % dr,
P ox; P 0x; ~—
L, projection
dérivée de ¢ par sur la isme
rapport a la icme coordonnée

variable au point M

En effet on se rappelle que dz;(v1,va, ..., vp) = v; et aTc,-(M ) est un réel, donc

)0 ()

Cette notation s’interpréte aussi en infiniment petit si 1 varie de dxy, xo varie de dxo, etc ... alors ¢ varie de

v %(M)émi, c’est comme si la variation du & z; s’ajoute a la variation du a z9, etc ...
- 3
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6.5. COMPOSITION A.Mizrahi

Remarque 6.4 Lorsque p = 2, ce DL, justifie que pour une fonction de deux variables, de classe C', le plan tangent
au graphe de ¢ (cad G = {(z,y,2) € R3/z = ¢(z,y)}) au point M a pour équation :

2= @(M)+ %(M)(w —my) + ?;(M)(y — ma)

En particulier en un point critique le plan tangent est horizontal.

Bmdéoé.Q:Jpotahmde@{%ér@mb;a@Qw
%@%WS%

6.5 Composition

Exemple 6.2 Soit ¢(z1,22) = z52b, f,g: R = Reth(t) = o(f(t), g(t)).
Déterminer h(t).

Déterminer h/(t).

Exprimer /’'(t), en fonction de af et g{;’;

E w&déo?i:@éméedlmemx{@aéed’um%mrfiyndedwmwmm@@@w&dm@ynm
d ume waruajwe

Petit rappel DL
Théoreme 6.2 Soit O un ouvert de R?, ¢ : O — R une fonction de classe Cl, I un intervalle ouvert de R et

U1, U, ..., up : I — R des fonctions de classe C* telles que pour tout t € I, le point M (t) = (u1(t), ua(t), ..., up(t))
appartienne a O. Alors la fonction f
I — R
f:
t o= @(ul(t)vl@(t)?)up(t))

est de classe C' et

I
=
Q
5|

Remarque 6.5 Ce résultat n’est pas étonnant, juste de fagon approximative et non rigoureuse :

ft+0:) — f(2) (6.11)
= @(ur(t+6:),ua(t + 6), ..., up(t + 6¢)) — (w1 (t), uz(t), ..., up(t)) (6.12)
= (p(ul + u) ()6, ua(t )+u’2(t)5t,...,up(t)+u;(t)5t> — o(ur(t), ug(t), ..., up(t)) (6.13)
p
0
~ Y S (ur(£), ua(t), - (1)) (u} (1)) (6.14)
i=1 !
La dérivée partielle de ¢ par rapport a z;
au point (uy(t), ua(t), ..., up(t))

1

( gf, (ua (1), ua(t), -~7up(t))UQ(t)> 0 (6.15)
i=1 "

Le passage de 6.12 a 6.13 correspond a remplacer chaque u;(t + d;) par la partie principale de son DL; en ¢ :

ui(t + 5t) = u,(t) + u;(t)ét

Le passage de 6.13 a 6.14 correspond a remplacer (M + V') par la partie principale de son DLy en M, voir le
théoreme 6.1 :

PX + V) = @(X) 2 30| 52 (M) (vi) avee V = (uh(£)0r, uh(t)3i ., up(1)3
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6.6. VECTEUR GRADIENT, MATRICE JACOBIENNE A.Mizrahi

Preuve : Dans le cas p = 2 on va donner une preuve un peu plus rigoureuse, ¢’est a dire en tenant compte des restes : Soit
a € I, pourtassez petita +t € I (Ja —e,a + ¢[C I) Etudions w

M (6.16)
= % [@(ul(a +t),us(a+1)) — p(ur(a), W(a))} (6.17)
_ % [0 (1) + i (a1)t, wa(a) + wh(a2)t) — o (us(a), ua(a)] (6.18)
= % [%ﬁ(ul(a)mz(a))(%(al)t) + g—i(ul(a), us(a)) (uh(az)t) + || (4 (al)t,ug(aQ)t)Hg(u;(al)t,ug(ag)t)](ﬁ.w)
= %(m(am ua(a))ui(ar) + %(Ul(a)»uz(a))u;(ag) {1y (ar), b (as)) e (uf (a1)t, uh(az)t) (6.20)

Le passage de 6.17 a 6.18 correspond a I’application du TAF pour les fonctions u; et us, il existe donc a; compris entre a et
a+ttel que ug(a+t) = uy(a) + uf(ar)t et ay compris aussi entre a et a + t tel que ug(a + t) = uz(a) + uh(az)t.
Evidement a; et as dépendent de ¢ mais lorsque ¢ tend vers 0, a; et as tendent vers a.

Le passage de 6.18 2 6.19 correspond a écrire le DL, de ¢ au point (u (a), uz(a)) , voir le théoreme 6.1 :

(X +V)—p(X)=>", %(X)(vi) + [V |le(V) avec limge = 0

En faisant tendre ¢ vers 0, on obtient lim; o (a1) = w}(a) car uy est C*. limy_,o uh(az) = uh(a) car ug est C* d’apres la
proposition ?? comme lim;_,¢ tu} (a1) = 0 et lim;_,¢ tub(az) = 0 et limg e = 0 on conclut que lim;_,o &(u} (a1)t, uh(az)t) =0

Enfin on remarque que lim;_,q || (v} (a1), ub(a2))|| = [|(uv](a), u4(a))|| finalement comme w; et us sont continues
. f(a—l—t)—f(a)_a(p I 890 /
}gr(l) T T (u1(a), uz(a))ui(a) + Os (u1(a), uz(a))us(a)

Dans cette formule

BQO multiplication 630 multiplication
il ~~ ! = —~~ !
e (m@un@) S @)+ g m@ae@) S )
o . La dérivée o . La dérivée
La dérivée partielle de s en La dérivée partielle de 1, en
de ¢ par rapport a 21 vrena de ¢ par rapport a x5 Uz ena
au point (u1(a), uz(a)) au point (u1(a), uz(a))

Exemple 6.3 f(t) = o(t?;sin(t)), si ¢ est C! alors f aussi et f'(t) = Qt%ﬁ(tQ;sin(t)) + cos(t)g—;‘;(tQ; sin(t)), et
par exemple f/(0) = 5)—“’(0; 0)

6.6 Vecteur gradient, matrice jacobienne

Comme on 1’a vu, lorsque ’on écrit un DL; d’une fonction ¢ de classe C!, en un point M I’objet qui apparait
naturellement c’est la différentielle de  en M : djsp c’est a dire une application linéaire de R? dans R. On sait que
les applications linéaires peuvent se caractériser dans une base a 1’aide de leur matrice, ici nous travaillons dans R?
qui posseéde une base naturelle, c’est la base canonique e; = (1,0,0,...), eo = (0,1,0,0,...), etc...

Définition 6.3 Soit O un ouvert de RP, o : O — R une fonction de classe C, on appelle matrice jacobienne de p en
M, la matrice de dp;p dans la base canonique, on la note J .

Te = (5e00) G200 520n)

Remarque 6.6 Sil on note V le vecteur colonne coordonnées de V € IR? dans la base canonique le DL

(M +V) =p(M)+ darp(V) +H[Vlle(V)
N—_——

image par I’application
linéaire du vecteur V'
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N g
ouV = (v1,vy,...,vp) s’écrit

(M +V) = (M) + TV +HV]le(V)

produit matriciel :
matrice ligne fois
matrice colonne V'

Dans les deux cas la quantité "linéaire’ est égale a

p
(%
M)v;
> g ()

Que I’on peut écrire comme le produit scalaire canonique du vecteur (57@1 (M), 57“’2 (M), ..., (%‘; (M )) par le vecteur
V.

Définition 6.4 On appelle gradient de v en M le vecteur (%’;(M), %(M), SV %(M)).

Remarque 6.7

—
p(M+V)=pM)+  gradyp.V +[V]e(V)
——

produit scalaire
de deux vecteurs

@mdeﬁam\am\eé%

Chapitre 7

Fonctions de classe C2.

7.1 Objectif, méthode

Objectif : Au voisinage d’un point, nous savons approximer ¢ : R — R par une application affine (constante +
linéaire) a 1’aide d’un DL, en un extremum cette application affine doit &tre constante (point critique). On cherche
maintenant a approcher ¢ par une application non plus affine mais constante + linéaire + quadratique : ¢’est exactement
ce que I’on fait pour les fonctions de R dans R lorsqu’on les approchent par un DL5.

Objectif général : Les extrema

Méthode : Utiliser ce que 1’on sait faire pour les fonctions de R dans R.

7.2 Rappel cas réel

Pour une fonction f : R — R de classe C2. Si f’(a) = 0 et f(a) > 0 alors f posséde un minimum local en a.
En effet sur un voisinage Ja — ¢, a + [ la fonction f” reste strictement positive par continuité, donc f’ est strictement
croissante sur Ja — €, a + €[, donc strictement négative sur |a — ¢, 0[ et strictement positive sur Ja, a + €[. On a donc f
strictement décroissante sur |a — ¢, a] et strictement croissante sur [a, @ + ¢[. f posséde un minimum local strict en a.
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7.3. DERIVEE PARTIELLE SECONDE A Mizrahi

7.3 Dérivée partielle seconde

Soit ¢ : O — R une fonction qui posseéde des dérivées partielles sur O, ces p dérivées partielles sont elles-méme
des fonctions de O dans R, se pose la question de I’existence de dérivées partielles de ces fonctions.

Définition 7.1 Si % posséde en P € O une dérivée partielle par rapport a la ieme variable, on note cette dérivée

627@( ) ou O’

7

P)

Si %Di possede en P € O une dérivée partielle par rapport a la jéme variable (avec i # j), on note cette dérivée

0%
895]- 8$Z

dp
81%

Si les dérivées partielles de @, les p fonctions < > sont des fonctions de classe C* alors on dit que ¢ est de
1<i<p

classe C.
Proposition 7.1 Les projections sur les axes (dx;) sont de classe C?.

Proposition 7.2 Soient ¢, 1) : O — R des applications de classe C? alors ¢ + 1) et ¢1) sont de classe C>.
Si p(O) C I, et que f : I — R est de classe C?, alors f o o est de classe C2.

Preuve : Les dérivées partielles se raménent a des dérivées normales et ensuite ce sont juste les théorémes sur les fonctions
de classe C! (prop. 6.2) :

Np+v), o 9Op oY

TM(X) = &L-,L-(X) + awi(X)
) oy _ Op o
oz, (X) = ami(X)l/J(X)+@(X)5.mi(X)

W29 3y — (o p)(x) 22 (x)

ox; Ox;

Exemple 7.1 Calculer aggm (M) et 85225’; -(M) dans le cas particulier ot (21, 22) = xjh.

Théoréme 7.1 (Schwartz) Soit O un ouvert de RP, ¢ : O — R une fonction de classe C?, M € O, pour tout i et j
dans {1,2,...,p} on a ’égalité :
0% B 0%
63%895]- N 856]8:61

74 DL,
H vidéo 84: DL dume @mtm de deuoc vaniables.

Théoreme 7.2 (DLs) Soit O un ouvert de RP, ¢ : O — R une fonction de classe C2, M € O, il existe alors
e: 0 — Rtel que XlimME(X) =0 et pour tout X € O
—

a 2
PX) = M) + 3" 22 (M) (o — mi) + 5 &%

M) (@i —ma)(z; —mg) + | X — M|[*e(X)

ou M = (my,ma,...,mp) et X = (x1,22, ..., Tp).

Exemple 7.2 Ecrire un DL, de ¢ en (2,1) pour o(x1,12) = rias.
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Remarque 7.1 On peut écrire 1’égalité précédente 1égerement différemment avec V =X — M = M X

p 2
Oy 1 0%p

RP, M = o(M = oM ——(M)v; + 5
YW ERP, M+V €0 = o(M+V) =g )+;axi( Jitg 2 0,01,

avec V = (v1,v2, ..., Up).

Définition 7.2 Pour une fonction de classe C* on note T'yrp : RP x RP — R, et on appelle différentielle seconde de
p en M 'application de RP x RP dans R définie par :

0%
8;@69@

YV = (v1,v2, ..., vp), W = (w1, we, ...,wp) € RP, d?\/[gp(V, W) = (M)vjw;

1<i,j<p
Remarque 7.2 Le théoréme 7.2 s’écrit alors
1
VX € 0, p(X) = p(M) + dup(X — M) + Sdiyp(X — M, X = M) +[|X — M|[*e(X)
a rapprocher du DLy des fonctions de R dans R :

F(@) = F(mo) + @)z — o) + 51" (z0) (@ — w0)” + (z — 0)’e(a)

%@%W?%

Chapitre 8

Extrema.

8.1 Objectif, méthode

Objectif : Au voisinage d’un point, nous savons approximer une fonction de classe C2 ¢ : RP? — R par la somme
d’une constante, d’une forme linéaire et d’une forme quadratique & I’aide d’un DL5.

Objectif général : Etudier les extrema d’une fonction de R dans R.

Meéthode : Utiliser ce que 1’on sait faire pour les fonctions de R dans R.

Il faut avoir en téte, la proposition 4.2 sur les extrema que 1’on a déja vu : Si une fonction ¢ possede un extrema
en My € Qon  possede des dérivées partielles alors ces dérivées partielles sont nulles en M.

8.2 Rappel cas réel

Pour les fonctions f de I C R dans R

« Si f est dérivable en a € I et possede un minimum en a alors f'(a) = 0.
e SifestC%acl, f/(a) =0, f"(a) < 0alors f posséde un maximum local strict en a.

« SifestC%acl, f/(a) =0, f"(a) > 0alors f posséde un minimum local strict en a.
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8.3. FORMES QUADRATIQUES A.Mizrahi

8.3 Formes quadratiques

Définition 8.1 Une application y : RP — R est une forme quadratique si il existe des réels a; ; tels que

Vo1, v2, ..., vp € R, y(v1,02,...,0p) = E a; jU;0;
1<4,5<p

Définition 8.2 Soit v une forme quadratique
s vy est négative si YV € R, (V) < 0)
s v est positive si YV € RP" p(V) >0

sy est définie négative si YV € R (V) <0
s« est définie positive si YV € RP", o(V) > 0

Exemple 8.1 1. v(z,y) = 22 + 2y est définie positive.
2. y(z,y) = 522 est positive mais pas définie positive.
3. y(x,y) = xy n’est ni positive, ni négative.
4. y(z,y) = 2 + 2y* + 5y ? Cest plus difficile a étudier

8.4 Formes quadratiques en dimension deux

Etude du signe des formes quadratiques az? + bzy + y2.

8.5 Matrice d’une forme quadratique

A chaque forme quadratique «y est associée une matrice symétrique M telle que si V' a pour matrice colonne
coordonnées X dans la base canonique.
(V)= X"MX
Or M est une matrice symétrique ; il existe donc une matrice orthogonale (P~! = P!) telle que D = P~"'MP
soit diagonale. Il faut pour cela trouver une base orthonormale de vecteurs propres. On a alors

p
¥(V) = X'MX = X'PDP'X = (P'X)D(P'X) = _ diy/?
i=1

avec Y = P'X = (yl Y2 Y3 .... yp)t et D;; = d;.
On peut remarquer que ||Y[|? = Y'Y = (PIX)!P!X = XYPPIX = X'X = || X|?
Avec ces notations on a :

Proposition 8.1 o (YWWeERF, p(V)<0)eVi d <0 (p est négative)
o (VWWERF o(V)>0)e Vi, d >0 (¢ est positive)
o (VWWERF  o(V)<0)e Vi, d <0 (¢ est définie négative)
o (VWWERF  o(V)>0)e Vi, d >0 (p est définie positive)

8.6 Application aux extrema
Définition 8.3 La matrice de la différentielle seconde de ¢ au point M s’appelle la matrice Hessienne.

Théoréme 8.1 Soit Q) une partie de R et ¢ : Q — R une fonction continue, de classe C* sur Q et M € Q. Notons
(V) = d3,0(V, V) la forme quadratique associé a la différentielle seconde de o en M.

(M +V) = o(M) +due + 37m(V) + [V[*e(V)

Si @ possede un extremum local en M alors dprp = 0.

Si dprp = 0 et vy est définie positive alors ¢ posséde un minimum local strict en M.
Si dprp = 0 et vy est définie négative alors ¢ posséde un maximum local strict en M.

Si @ posséde un minimum local en M alors dpjp = 0 et vy est positive.
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o Si ¢ possede un maximum local en M alors dprp = 0 et vy est négative.

Preuve : On peut commencer par vérifier que pour r assez petit B(0,7) C Q. Pour le troisieme point, I'y; est définie
positive. Toutes "ses" valeurs propres sont strictement positives
O(M+V)—p(M) = ATy (V)+||V[[2e(V) or Tpr (V) = 3-8, diy? > min(d; )Zp_l y? = min(d;)Y'Y = min(d;)(P'X)!(P'X) =
min(d;) X*PP'X = min(d;)X*X = min(d;)||V||*> Donc cp(]U +V)—p(M) >3 mm( DIVII? + [|[V]|?e(V), pour V assez
petit  min(d;) + (V) est strictement positif, donc il existe r > 0 tel que B(M,r) C Q et

YV € B(0,7)\ {0}, p(M + V) — (M) > 0

o possede en M un minimum local strict.

Pf'mdeflawmmm8%

Chapitre 9

Fonctions de R? dans RY

9.1 Objectif, méthode

Objectif : Nous avons étudié les fonctions de RP dans R, a plusieurs reprises nous avons composé une telle
fonction par p fonctions de R dans R : ¢(uq(t), ua(t), ...u,(t)), cette approche permet I’étude et les calculs mais les
notations sont lourdes et difficile a étendre a des espaces plus généraux.

Objectif général : Etendre les résultats des fonctions de RP dans R aux fonctions de R? dans R?

9.2 Continuité
Définition 9.1 Soit Q) une partie de RP, P € Q, la fonction ¢ : 2 — R est continue en P si
Ve>0,In>0,VX € Q, | X —P|<n=|o(X)—p(P)| <e
Définition 9.2 Soit 2 une partie de RP, P € Q, la fonction ® :  — RY est continue en P si
Ve>0,In>0,VX €Q, [ X —P||<n=|P(X)—-P(P)|| <e
Remarque 9.1 De méme on peut définir la notion de limite en un point de €2.
Proposition 9.1 Soir €2 une partie de RP, P € Q), ® : Q — RY telle que,
VX € Q, ®(X) = (p1(X), p2(X), ..., g (X))

® est continue en P si et seulement les fonctions p1 ,p2,...,qpq sont continues en P.

Preuve : Les deux inégalités suivantes permettent de montrer le résultat.

[2(X) — @(P)|| = J > ((%‘(X) - <P.7'(P))2)

=1

et [0; (X) — ¢;(P)] < [|2(X) — @(P)]].
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Proposition 9.2 Soit Q) une partie de RP, P € Q, et &,V : ) — R? si ® et W sont continues en P alors ® + V et
®W sont continues en P.

Preuve : Il suffit de regarder coordonnées par coordonnées et d’appliquer le résultat sur les fonctions de R? dans R (proposition
5.1).

Proposition 9.3 Soit )1 une partie de RP, Qo une partie de R1, P € 01, @ : Q1 — Qo et U : Qo - R"5i P et ¥
sont continues en P et en ®(P) alors ¥ o ® est continue en P.

Preuve : Pour démontrer cela nous pouvons utiliser la continuité séquentielle (prop 5.1) : Soit (X,,) une suite d’éléments de 2,
qui converge vers P, comme ® = (g1, p2, ..., ) est continue les ¢; sont continues, (¢;(X,)) converge vers ¢;(P), et donc
(@(X,,I,)) est une suite d’éléments de (25 qui converge vers ®(P). La fonction ¥ = (¢1, 19, ..., %,.) étant continue, les fonctions
1y, sont continues et donc la suite (¢, (®(X,,)) converge vers ¢, (®(P)), pour chaque k la fonction 1y, o P est continue en P et
donc W o ® est continue en P.

9.3 Classe C!

Définition 9.3 Soit O un ouvertde RP, P € O, ® : O — RY, & = (1, 2, ..., pq) posséde une dérivée partielle en
P si chacune des fonctions p; : O — R posséde une dérivée partielles en P, et on pose

0 (0p1, . Opo 9pq
0x; (P)= (6@- (P), 0x; (P) e 0x; (P))

Définition 9.4 Soit O un ouvert de RP, ® : O — R, & = (1, 2, ..., ) est de classe C! si les fonctions
@ : O — R sont de classe cl.

Théoreme 9.1 Soir O un ouvert de RP, ® : O — RY, de classe C*, M € O, il existe alors ¢ : O — RY tel que
XlimM le(X)|| = 0 et pour tout X € O
.

O(X) =o(M) —i—Z 8(? (M)(z; —my) + [| X — M|le(X)

ou M = (my,ma,...,mp) et X = (x1,22,..., Tp).

Preuve : ® = (o1, 2, ..., q), on peut écrire un DL; de chacune des fonctions ¢; grice au théoreme 6.2. il existe ¢; tel
que

9¢
0i(X) = @;(M) +Z 01:] (M)(z; — my) + | X — M||g;(X)

avec limy a7 €; (X) = 0 ce qui donne si I’on regroupe les g coordonnées :

(X)) =d(M) + Zp: gq)

i=1

(M) (s —mi) + | X = M[(21(X), £2(X), ., 24(X))

&Ly

En posant (X)) = (sl(X),ag(X),...,sq(X)) on a bien th}u lle(X)]] = 0.
o

Définition 9.5 Soir O un ouvert de RP, ® : @ — RY, de classe Ct, M € O, on définit la différentielle de ® en M
I’application linéaire de RP dans R? définit par

i P i OP multiplication
YV = (vl,...,vp) ERP, dM(I)(V) = (M)’Ui: (M) /= Ui
— JTi — Ox; ~
. . Le réel
Dérivée partielle v
de ® en M !

Définition 9.6 Soir O un ouvert de R, ® : O — RY, de classe Ct, M € O, la matrice jacobienne de ® en M est la
matrice de I’application linéaire dp;® dans les bases canoniques de RP et RY.

H widéo 94: doatrice ﬂur,opxa‘nme
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Proposition 9.4 La matrice jacobienne de ® en M est la matrice :

P P P
g—ii(M) g—g(M) g%(M)
o |amen szan . S2an
u® = ,
9y Dq Dpq
2a(rry By . Yo

Remarque 9.2 Si on note V, la matrice colonne coordonnées de V € RP dans la base canonique de R”, et W la
matrice colonne coordonnées de dj;® (V') € R? dans la base canonique de R? alors W = (Jp;®) V. C’est un produit
matriciel.

Exemple 9.1 Soient ®(x1,z2) = (z]3, v122), et M = (1,2) alors dpy® = (16,2)dz1 + (4, 1)dz2 et

16 4
JM®<2 1)

La matrice coordonnées de V' est <v1>’ on a donc Jy; ® (Ul> = <16@1 + 402)
Vg V2 2v1 + Vo

Théoreme 9.2 Soit O1 un ouvert de RP, Oy un ouvert de R? ® : O1 — 0o, et ¥ : Oy — R” des fonctions de classe
Cl, M € Oy, alors ¥ o ® est une fonction de classe C* et on a la relation

qui s’écrit matriciellement

Preuve : C’est juste écrire coordonnées par coordonnées le théoréme 6.2 sur la composition. Il suffit de dériver par rapport

a chacune des p variables de ®(z1,...,zp) = (901(3:1, e Tp), (T, ,xp)).

T; — \I/j (@1(...,.’131‘, )/ (‘02(...7331‘., ), ey gﬁq(...,.’L’Z‘, ))

medeawmaijﬁ%’
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